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EDITORIAL : Information, Communication, James Clerk Max-

well et Albert Einstein

Jean - Michel KNIPPEL

En 1987, Jacques Arsac arrive de maniére
inéluctable a la définition suivante de l'in-
formation : "L’information est un texte
susceptible d’apporter une connaissance."
[Ars87]. Comme le dit Wolfgang Wildgen,
"le discours peut étre oral ou écrit dans le
cas du récit et du texte, il peut étre visuel
comme le film muet ou essentiellement vi-
suel, mais soutenu et élaboré par la parole,
les bruits et la musique dans le film mo-
derne. Enfin il peut étre mimique, gestuel
ou dansé (dans la pantomime et le ballet).
Il est difficile de s'imaginer un récit olfactif
ou gustatif ; pourtant une suite de repas ou
de vins dégustés pourrait a la limite consti-
tuer un récit" [Wil05].

Retournons en 1989, John Archibald
Wheeler, pionnier de la fission nucléaire,
sortit sa derniere formule : "It From Bit".
Chaque it - chaque particule, champ de
forces, méme le continuum de 1’espace-
temps - tire sa fonction, son sens, son exis-
tence méme |[...] de bits. L'information est
quantifiée. Le bit serait 1'ultime particule
insécable [Glell].

Arrivons a la communication, le sens re-
tenu ici est celui des télécommunications,
par le moyen desquelles il y a des échanges
de messages avec un contenu intellectuel
[Lich83]. L'électricité ne porte pas notre
texte, par exemple, elle permet a 1’opéra-
teur a I’autre bout de la ligne d’en écrire un
semblable.

James Clerk Maxwell au milieu du
XIXeme siecle décrit le comportement clas-
sique des champs électrique et magnétique,
mais également celui de la lumiére : théorie

électromagnétique. La, nous arrivons a Al-
bert Einstein, car la théorie de la relativité
restreinte, issue de 1’examen des équations
de Maxwell, a été établie par Henri Poin-
caré, Hendrick Antoon Lorentz et Einstein
(sans oublier Hermann Minkowski qui en
donna plus tard une élégante version géo-
métrique) [Pen93].

Selon le physicien Hubert Krivine, la re-
lativité générale est difficile a exposer et en-
core plus a comprendre. L'usage pour vul-
gariser est de dire qu’elle décrit un espace-
temps qui est déformé par la présence des
masses.

N’oublions pas que la théorie de la relati-
vité générale d’Einstein ne peut étre com-
prise que si I'on a bien assimilé la relati-
vité restreinte. La relativité générale a un
impact en matiere de technologie dans le
calcul des orbites des sondes spatiales qui
tiennent compte des effets de la théorie de
la relativité générale. Il existe des disposi-
tifs capables de déterminer un point a la
surface de la terre avec une précision telle
(quelques dizaines de centimetres) que les
effets dus a la courbure de l'espace-temps
doivent étre effectivement pris en compte
[You05].

Reste un bémol, dans ce vaste champ
d’information, de communication, d’élec-
tromagnétisme, de relativité, le canal de
communication. Le discours engage tous
les sens, 1'ouie, la vue, l'odorat, le gofit
éventuellement et le toucher (tres en vogue,
la tape sur I'épaule dans certains milieux).
Et qu’en est-il du toucher? 2015. Un uni-
versitaire londonien, Adrian David Cheok,
s’est penché sur la question des odeurs. Et
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de ses recherches est finalement né le Scen-
tee, un croisement entre un diffuseur de
parfum traditionnel et votre téléphone. Hi-
roo Iwata de I'Université de Tsukuba au Ja-
pon et ses collegues proposent le systeme
Food Simulator. Ce simulateur de goftit se
place dans la cavité buccale de 1'utilisateur.
I libére une odeur, un gott, et émet des
bruits de mastication qui correspondent
a l'aliment prétendument mastiqué. Des
chercheurs japonais ont développé RingU,
un appareil en forme de bague qui permet
de communiquer des sensations via inter-
net.

Jean - Michel KNIPPEL
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Mécanique quantique I : bases mathématiques
Eric OLIVIER '*

Résumé. — La formulation moderne de « la mécanique quantique » est présentée de ma-
niere systématique (axiomatique) par Von Neumann au tournant des années 30 : un
état quantique est alors vu comme un « point » de la sphére unité d"un « espace de Hil-
bert complexe » de dimension infinie. Dans cette premiére note, nous donnons les re-
peéres d’analyse fonctionnelle nécessaires pour comprendre comment cette « nouvelle
mécanique » s’attache a décrire le réel microscopique. En particulier la transformée de
Fourier sur l'espace de Hilbert des signaux d’énergie finie nous permet d’énoncer et de
démontrer I'inégalité de Heisenberg-Gabor dans le bon espace de Sobolev. Nous ver-
rons dans les notes suivantes que cette inégalité correspond a l'inégalité de Heisenberg
pour la position et I'impulsion des fonctions d’onde de la mécanique ondulatoire.

1. Introduction

Dans le milieu des années 20, « la mécanique des quanta » se formalise sous deux formes ap-
paremment différentes (mais en fait équivalentes), avec d"une part « la mécanique des ma-
trices » de Heisenberg, Jordan et Born et d’autre part « la mécanique ondulatoire » de de Bro-
glie et Schrodinger. La synthése de ces deux approches donnera « la mécanique quantique ».
Dans cette série de notes, nous commencons par adopter le point de vue de de Broglie et
Schrodinger . Dans une lignée de savants éminents (principalement Descartes, Fermat,
Newton, Huyghens, Maupertuis, Hamilton, Jacobi, Maxwell, Fresnel, Einstein,...), 'ap-
proche de de Broglie et Schrodinger marque une étape significative de plusieurs siecles
de polémiques et de réflexions sur I'ambivalence entre « ['optique géométrique » et « I'op-
tique ondulatoire »* (nous y reviendrons dans [Oli17]). Pour comprendre les idées mises
en jeu, nous avons besoin d'un certain nombre de bases d’analyse fonctionnelle et tout
spécialement de la théorie des « espaces de Hilbert ». Nous considérons ici qu'un espace de
Hilbert est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet) dans lequel 1'identité
du parallélogramme est satisfaite (théoreme de Fréchet-von Neumann-Jordan) : cela en-
traine que la norme est nécessairement déduite d"un produit scalaire (dont I’expression
est donnée par l'identité de polarization). Dans cette présentation, « I'inégalité de Cauchy-
Schwarz » est une conséquence directe de « ['inégalité triangulaire » (qui pré-existe comme
propriété de la norme) : ce point est particulierement intéressant dans la mesure o1 nous
verrons (c.f. [Olil6a]) que « I'inégalité de Heisenberg » découle directement de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et donc de I'inégalité triangulaire !

Dans cette premiere note, nous donnons une description rapide des principaux es-
paces fonctionnels classiques : les espaces de Banach avec les espaces L (c.f. Section 2),
les espaces de Hilbert (c.f. Section 5) et enfin les espaces de Sobolev (c.f. Section 9). La

1. GDAC-I2M UMR 7373 CNRS Université d’Aix-Marseille

2. eric.olivier@univ-amu.fr

3. Nous verrons plus tard comment le point de vue de Heisenberg autorise la modélisation de phéno-
menes quantiques trés généraux (statistique quantique) dans le cadre du formalisme des « C*-algebres » tel
qu’initié par Von-Neumann.

4. On parle aussi « d'optique physique ».
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Section 8 est consacrée a la théorie des probabilités sur la droite réelle. Nous insistons sur
des points élémentaires de la théorie qui jouent un role en mécanique quantique : en par-
ticulier la signification intuitive attachée aux moments d’ordre 1 et 2 d"une distribution de
probabilité (i.e. la moyenne et I'écart type) autorise une interprétation du « théoreme d’Eh-
renfest » (sur la correspondance entre les trajectoires classiques et quantiques) ainsi que
du « principe d’incertitude de Heisenberg » dans le formalisme probabiliste de la mécanique
quantique proposée par Born (nous y reviendrons dans [Olil6b]). De maniere anachro-
nique et hors du contexte de la mécanique quantique, nous utilisons les propriétés des
moments probabilistes pour aborder le principe d’incertitude a partir de la théorie du si-
gnal et de la transformée de Fourier des signaux d’énergie finie (c.f. Sections 6 & 7). Plus
précisément, nous démontrons « I'inégalité de Heisenberg-Gabor » dans le cas o1 les signaux
en question sont dans le bon espace de Sobolev. Cette approche de la mécanique quan-
tique par la théorie du signal est intéressante a deux titres. Premiérement, elle permet de
s’abstraite d"un contexte physique ot les diverses interprétations compliquent les choses
et deuxiemement, elle explique — en un sens — le role joué par la transformée de Fourier
dans « le principe de correspondance de Schrodinger » et la définition des couples d’opéra-
teurs conjugués (c.f. [Olil6b, Olil7]). Typiquement les opérateurs position et impulsion
existent déja — implicitement — dans 1'inégalité de Heisenberg-Gabor.

2. Espace de Banach - Algéebre de Banach

2.1. Pour K = R ou C, un K-espace vectoriel normé (&, || - |) est appelé un « espace de
Banach » lorsqu’il est complet, c’est-a-dire lorsque toute suite de points de & qui est de
Cauchy possede une limite dans &. Rappelons qu'une série )2, ar de & est dite « nor-
malement convergente » (resp. « absolument convergente ») ssi les sommes partielles Y.}'_, ax
convergent dans & quand n — +oo (resp. la série numérique Y 72 |ax | est convergente) :
nous utiliserons la caractérisation suivante qui est tres pratique.

Lemme 2.1. L'espace normé (&, | - ||) est de Banach ssi toute série absolument convergente de &
est normalement convergente sur &.

Preuve. Soit } ;7 aj une série absolument convergente de 1’espace de Banach (&, | - ||);
alors les A, := Y1 ax (n > 0) forment une suite de points de & qui est de Cauchy et nous
notons A sa limite : le fait que la série .77, a;, soit normalement convergente sur (&, | - |)
découle alors de l'inégalité | A, — A| < X321 lakl qui assure que |A,, — A| - 0 quand
N
est normalement convergente et soit agp, ai, ... une suite de & possédant la propriété de
Cauchy : il s’agit de montrer que cette suite converge dans &'. Pour cela nous partons du
fait qu’il existe une sous-suite ay,, an,, - .. t.q. [an, —an, .| <1/ 2k Sinous PpOosons ay = anp,

n — +oo. Réciproquement, supposons que toute série absolument convergente de (&,

et ay, == an, —an,_,, pour tout k£ > 1, alors

k
Zizo Qi = apg + (Any = ang) + 0+ (Qny, = Any_y) = any,

Or, par construction |ay| < 1/2%, pour tout k > 1; par suite 372, ay, est une série abso-
lument convergente de & et donc (hypothese) normalement convergente : en d’autres
termes, a. = Y50, est un élément de & t.q. [ax — an, | = [ax — Yo - 0 quand



B.ILA.A. (2016) no 103 Mécanique quantique I : bases mathématiques 13

k — +oo. Nous venons de démontrer que a. est une valeur d’adhérence de la suite des
an : mais cette suite étant de Cauchy, elle converge nécessairement vers a..
O

2.2. Soit &/ une K-algebre > normée, en ce sens que <7 (considéré comme K-espace vec-
toriel) est muni d’une norme || - ||. Alors <7 est appelée « une algebre de Banach » sil’espace
vectoriel normé (7, | - |) est un espace de Banach et si de plus la norme est sous mul-
tiplicative en ce sens que |AB| < ||A| | B||, pour tout A, B € < ; si de plus il existe un
élément [ in &/ t.q. Al = IA = A, pour tout A € 7, alors l'algebre de Banach est dite
unitaire. L'espace (¢'[0;1], | - || ) des fonctions réelles continues sur 'intervalle [0;1] et
muni de la norme uniforme est un espace de Banach ; étant données f et g deux fonctions
quelconques de #[0;1], il est immédiat de vérifier || fg|le < | f]loo [9]o : il en découle
que %[0;1] est une algebre de Banach (unitaire et commutative) pour I'addition et la
multiplication des fonctions.

2.3. Soient & et.# deux K-espaces vectoriels : dans la suite, nous noterons L(&’, .% ) le K-
espace vectoriel des homomorphismes K-linéaires de & dans .% ; quand & = .%# nous no-
tons simplement L(&’) le K-espace vectoriel des endomorphismes de &. Lorsque & et %
sont tous deux munis d’une norme, alors £(&,.%) (resp. L(&)) désignera le sous-espace
de L(&,.F) (resp. L(&)) des homomorphismes (resp. endomorphismes) de & dans .7
(resp. de &). Si I’axiome du choix fait partie de nos outils mathématiques, alors £(&,.%)
est toujours un sous-espace strict de L(&',.% ), dés que & est de dimension infinie. Il est fa-
cile de vérifier que tout endomorphisme linéaire X — AX de & est continu (i.e. A € £(&))
ssi il est borné (sur la sphere unité), c’est-a-dire si le supremum |A|| des |AX]||, pour
| X| =1 est fini. L'application A — |A| est une norme sur £(&) appelée « norme subor-
donnée » (a la norme sur &), ou encore « la norme opérateur » : celle-ci possede la propriété
importante d’étre sous-multiplicative, en ce sens que pour tout® A, B € £(&)

1) |AB| < [A] [ B]

2.4. Considérons maintenant que (&, ||-||) est un espace de Banach ; alors I'espace normé
(L(&), | -|) estlui aussi un espace de Banach : I'inégalité (1) vérifiée par la norme subor-
donnée fait alors de £(&) une algebre de Banach unitaire, ot I'unité est l'identité de
& que nous notons /. (Lorsque & est dimension au moins égale a 2, I'algebre £(&") est
non commutative.) Cette structure d’algebre de Banach unitaire permet en particulier de
définir I'image d'un endomorphisme A par une application analytique (comme générali-
sation des valeurs polynomiales sur A). En effet si F/(z) := %52, ax2" est une série entiere
de la variable complexe z (avec aj, € K) de rayon de convergence 0 < p < +oo (i.e. F'(z) est
holomorphe sur I'ensemble des z € C t.q. |z| < r ssi r < p), alors pour tout A € L(&) t.q.
|A|l < p (et en utilisant la convention que A° = I)

F(A):= ZZO:O apA*

5. Ot nous notons AB le produite de deux éléments de &7
6. Nous notons AB la composition A o B.
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est un élément de £(&’). Supposons par exemple que |[A| < 1 : alors 'endomorphismes
I — A est inversible et par « la formule d'inversion de von Neumann » :

(I-A)yt=yr AF

Un autre exemple important est celui de 1’exponentielle : pour tout A € £(&’), nous pou-
vons définir « ['exponentielle » de A, soit

exp(A) = Y o0 1/k1AF
avec la propriété importante que pour tout A, B € L(&)
AB=BA — exp(A+ B) =exp(A)exp(B)

(en particulier exp(A) est toujours inversible avec exp(A4)~! = exp(-A4)).

2.5. L’exponentielle permet de résoudre les « problemes de Cauchy linéaires » du premier
ordre sur &, du type dY /dt = AY (t) avec la condition initiale Y'(0) = Y € & et oi1 A €
L(&). En effet, pour tout ¢, h € R, du fait que tA commute avec h A, nous avons

exp ((t+h)A) = exp(tA) exp(hA) = exp(tA)(I + hA+ ) = exp(tA) + tAexp(tA) + -

de sorte que d/dt exp(tA) = Aexp(tA). Alors nous avons

% CAY(t) > exp(—tA) (% _ AY(t)) S0 = %(exp(—tA)Y(t)) =0

ce qui (avec la condition Y (0) = Yj) donne finalement la solution
Y (t) = exp(tA)Yp

Remarque 2.2. Lorsque l'espace de Banach & est de dimension finie, tout endomorphisme est
continu, de sorte que L(&') = L(&) ; quand & est de dimension infinie, I'axiome du choix permet
d’exhiber facilement des endomorphismes non continus, faisant de L(&’) un sous-espace strict de
L(&). Un théoreme difficile” montre qu’en un sens, l'axiome du choix est la condition d'existence
des endomorphismes non bornés dans les espaces de Banach de dimension infinie. Les « opérateurs
non bornés » de la mécanique quantique (c.f. [Olil6a]) sont des applications linéaires définies sur
un sous-espace dense de I'espace total — en I'occurence un espace de Hilbert 5 — i valeurs dans
S mais ne possédant pas de prolongement borné a tout 7. Nous verrons (c.f. [Olil6a]) comment
il est possible de résoudre (dans certains cas) les problemes de Cauchy du type

(2) % =AY (t) avec Y(0)=Ype 2

lorsque (A, Z) est un opérateur non borné défini sur un sous-espace & dense dans H. « L'équa-
tion de Schrodinger » correspond a un probleme de Cauchy du type (2) dans le cas oit (A, 2) est
autoadjoint : c’est « le théoreme de Stone » (prototype du théoreme de « Hille-Yosida ») qui permet
la résolution abstraite de I'équation de Schrodinger.

7. Si & est un espace de Banach de dimension infinie, alors il existe une suite e, e1, ... formant une fa-
mille dénombrable et libre de vecteurs unitaires : grace a I’axiome du choix cette famille peut étre complétée
en une famille {e; ; I} (avec I > N) formant une base (algébrique) de & : si nous posons f(ey) = ne,, pour
toutn e Net f(e;) =0 pour tout i € I \ N, alors f est un endomorphisme non borné. En un sens, c’est le seul
moyen d’obtenir un endomorphisme non borné sur un espace de Banach : ce résultat est dti a Solovay.
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2.6. Dans cette série de notes, nous supposons connue la « théorie de la mesure » et de
«l'intégrale de Lebesgue » (des présentations simples et completes sont données dans [ST89,
GWO90] - pour une présentation plus détaillée c.f. e.g. [KF94]). Nous utiliserons sans
plus de précisions, les notions de « fonction borélienne » et « d’égalité presque partout », les
théoremes de la « convergence monotone » et de la « convergence dominée », le « théoréme
de dérivation sous le signe intégral », le « théoréme de dérivation de Lebesgue », le « théoréme
de Radon-Nikodym » et enfin le « théoréme de Fubini ». En particulier nous noterons dans
la suite A\(dz) = dx la mesure de Lebesgue sur R (qui est caractérisée par le fait que
A([a;b]) =b—a, pour tout —co < a < b < +00). Afin d’aborder les bases mathématiques de
la mécanique quantique, nous aurons justement besoin d"un certain nombres d’espaces
de Banach trés importants et dont la définition dépend de I'intégrale de Lebesgue sur ® R.
Soit I un intervalle fermé de la droite réelle et p > 1 un réel donné; nous allons montrer
(c.f. Corollaire 2.8 infra) que 1’ensemble des fonctions (classes de fonctions boréliennes)
f:1-K(K=RouC) telle que f? soit Lebesgue intégrable (sur l'intervalle I) est bien un
espace vectoriel : cet espace est classiquement noté L”(I) (avec le cas spécial de L*(I)
qui coincide par convention avec I'espace des fonctions qui sont bornées presque partout
sur ). Chaque espace LP(I) est associé a une norme qui en fait un espace de Banach
(théoreme de Riesz-Fisher : c.f. Théoreme 2.9 infra). Pour voir tout cela, considérons que
f : I - K est une fonction borélienne; si d’une part f € L>(I), alors nous noterons | f| e
Fll = oo
si f n’est pas dans L*([/)); si d’autre part 1 < p < +oo alors nous posons par définition

11y = [ 1)

Définition 2.3. Soient 0 < p < +oo et I un intervalle fermé de R ; alors la fonction borélienne
f:I-K(K=RouC)appartient a LP(I) ssi | f, < +oo.

I'infimum des M > 0 t.q. | f(z)| < M pour presque tout x € I (par convention

La proposition suivante est « I'inégalité de Holder ».

Proposition 2.4 (Holder). Soient 1 < p,q < +oo t.q. 1/p+1/q =1 (pet q sont dits conjugués) et
I un intervalle fermé de R ; si f,g: 1 - K (K = R ou C) sont deux fonctions boréliennes, alors :

ol = [ 1@ < ( [15@ra)" ( [lords)" =171, lol,

de plus | fgli = |flp|gllq si et seulement si |f|P = |g|? presque partout.

Lemme 2.5 (Inégalité de Young). Pour tous réels a,b > 0 et tous réels p,q > 1t.q. 1/p+1/q=1:
ab<a?[p+bl/q

De plus, I'égalité a lieu si et seulement si a? = b.

Preuve. Avec a? = exp(z) et b? = exp(y) la convexité de la fonction exponentielle donne
1 1
ab = exp(E + g) < —exp(z)+—exp(y)=—+ —
p q p q p q
Le cas d’égalité est une conséquence de la stricte convexité de I'exponentielle.

8. Ou par extension sur R™.
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Preuve de la Proposition 2.4. Dans le cas ot1 0 < p,q < +oo avec 0 < | f|p, [lg]q < +0o (les
autres cas étant laissés au soin du lecteur), I'inégalité de Young entraine que :

Hpr-Hg!q( 7z) '*"(”’")'dx)

{1 (YOI g N )
el (3 (1) e 2 f(SENY )< 171,

L fle gl
Le cas d’égalité découle du cas d’égalité de 1'inégalité de Young.

I £glh

IA

L'inégalité de Holder généralisée suivante s’obtient par récurrence.

Corollaire 2.6. Pourn >2et 1 <py,...,p, < +oo tg. 1/py+-+1/p, = 1et f1,..., fn des
fonctions (complexes) boréliennes sur R :

[frfulle < [ fillpy 0 fnllpn

Un corollaire important de 1'inégalité de Holder est « I"inégalité de Minkowski ».
Corollaire 2.7 (Minkowski). Si 1 <p < +ooetsi f,ge LP(I), alors f+ge LP(I)et:

If+glp<[flp+ gl

Preuve. Nous considérons que 1 < p < +oo (les deux autres cas étant laissés au soin du
lecteur). Supposons donc que f et g sont deux fonctions dans L”([1), i.e. | fl|p, |gllp < +o0;
alors en utilisant le fait que pour tout a,b € R

ja+ 6" < (Ja] + b)) < 2" max{]al, [p[}* < 2°(|a|” + [bf")

nous pouvons intégrer 'inégalité | f(x) + g(z)[P < 2P(|f(z)[? + |g(x)|?) et obtenir que

Ju@+g@pansz( [if@prd [lgprda)

Cela assure que f + g est bien dans LP(I), c’est-a-dire que || f + g||, < +o0. Pour l'inégalité
de Minkowski, elle est triviale lorsque | f + g||, = 0. Lorsque | f + g||, > 0, nous notons A
I'ensemble des x € I t.q. |f(x) +g(z)| >0, de sorte que | f +gp = [4|f(x) + g(z)[Pdx. Grace
a l'inégalité de Holder (avec ¢ = p/(p — 1)) nous pouvons écrire :

149l < [ 1@ @)+ g e+ [ lg@)]-|f@)+ g()P de

(s (de)l/p (f1r@ - g<x)|<p—1>qu)1/q

’ (/1'9(”")|pdx)1/p (fflf(w) + g(:r)|(p1)qu)1/q

etdonc (avec (p—1)g =pet 1/g=1~1/p)il vient: | f +g|} < (If[p+lgl») - |f +glp™"; du
fait que 0 < || f + g|p < +00, nous pouvons conclure que | f + gll, < [ flp + [9]p-

IA

IA

O

Corollaire 2.8. Pour tout 1 < p < +oo l'ensemble LP(I) est un espace vectoriel et I'application
I~ | f|, est une norme sur LP(I).

Le Théoréme de Riesz-Fisher ci-dessous est un beau résultat de la théorie de la mesure.
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Théoreme 2.9. Soit I un intervalle fermé de la droite réelle et p > 1 un réel donné; alors l’espace
LP(I) des fonctions réelles (ou complexes) f définies et boréliennes sur I, telles que fP(z) soit
Lebesgue-intégrable (sur I) est un espace de Banach pour la norme | - |, telle que

11y =( [ 1)

Preuve. D’apresle Lemme 2.1, il suffit de montrer que si ), fx est une série absolument
convergente de LP(I) (ie. fr € LP(I) et Y12y | fxlp < o0), alors les sommes partielles
F, = Y}_o fr forment une suite qui converge dans L”(I) vers une fonction F' de LP(I).
Pour voir cela nous pouvons définir pour tout x € I,

G(z) =Y ol fe(@)] (€ [0;+00])
de sorte que z — G(z) est une fonction borélienne. D’apres 1'inégalité de Minkowski
(inégalité triangulaire pour la norme | - |,) nous avons

[ @@ya= [ (S5 5@)) de=| Sl < (S lily) < veo

ce qui signifie que G € LP(I). En particulier la valeur de G(z) doit étre finie pour presque
tout x ; par suite Y77 fr(x) est une série numérique (a valeurs réelles ou complexes) ab-
solument convergente et donc sommable pour presque tout z : il existe donc une fonction
F, borélienne sur I et telle que pour presque tout x € 1

F(a)= lm_ Fy(@) = Y fi(2)
k=0

D’une part, il est facile de vérifier que F est est une fonction de LP(I) puisque

fI|F(a:)|pdefI(ZZio ’fk(x)!)pdxzfle(m)da:<+oo

Mais d’autre part, les sommes partielles F, := Y.7_, fr sont aussi des fonctions de LP(I)

et nous avons , )
[F@) - Fu@)| do < [ (25, 15@)) do

Comme ( ¥52,,.1 | fk(a:)|)p est dominée par la fonction G”(x) qui est Lebesgue intégrable
et que (pour presque tout z) ( X52,,,1 [fi(2)| )p — 0 quand n - +o00, nous pouvons conclure

(convergence dominée) que les F, tendent vers F' dans L”(I).
g

Il y a plusieurs versions du théoreme dit de Riesz-Fisher (le Théoreme 5.8 ci-dessous
en est une version élémentaire”). On trouve plusieurs énoncés de ce théoréme dans
[RSN55, p. 58 & 69-70], dont la formulation primitive due a Riesz : c.f. [RSN55, p. 70]) :
I’énoncé de la version primitive utilise implicitement la caractérisation des espaces de Ba-
nach donnée par le Lemme 2.1. Nous pointons qu’une version plus complete affirme en
plus que si les f,, tendent vers f dans LP(I), alors il existe une sous-suite f,, fr, ... t.q.
fro(z), fri(x),... quitend vers f(z) pour presque tout x € R. Ce résultat est par exemple
implicite dans la démonstration 19" donnée dans [RSN55, p- 58] : nous allons démontrer
cette derniere proposition a partir de la complétude de 1'espace LP([).

9. Les démonstrations des Théoremes 2.9 & 5.8 sont d’ailleurs calquées 1'une sur l'autre.
10. Cette démonstration n’utilise pas le Lemme 2.1.
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Proposition 2.10. Soit I un intervalle fermé de Ret 1 < p < +o0; si fo, f1,... est une suite de
LP(I) convergeant vers f dans LP(I), alors il existe une suite strictement croissante ro,71, . . .
formée d’entiers pour laquelle f,,(x), fr,(x),... tend vers f(x) pour presque tout = € R.

Preuve. Soit fy, f1,... une suite de LP(I) convergeant vers f dans L”(I) : alors il existe
une sous-suite fr,, fry,--- t.q. | frn = frooy |p < 1/2F. Si nous posons

n
gn = Z |f'rk - ka_1|
k=1

alors il est immédiat de vérifier que les g,, forment une suite de Cauchy dans LP(I); par
suite (Théoreme de Riesz-Fisher) la suite des g,, converge vers la fonction g¢. de LP(I)
t.q g«(x) = sup, {g(z)}. Mais g. étant dans LP(I), il est nécessaire que g.(z) < +oo0 pour
presque tout x € I ; en particulier, cela signifie que la suite (croissante) g,,(z) est de Cau-
chy (i.e. bornée), pour presque tout = € R. Or nous avons

oo () = fon ()] = (—fno(w) ; kzm Fo () = Foo (x>) _ (—fno(x) IWACE frk_1<x>)‘

n+m

Z |fri(2) = fris ()] = Zlfrk(l‘) i (@)

gn+m(x) - gn(z)

ce qui signifie que f;, (z) est une suite de Cauchy pour presque tout z € I.

IA

3. Convolutions

3.1. La convolution est un outil trées puissant d’analyse, en particulier a cause de ses
propriétés de régularisation et d’approximation. C’est aussi une opération essentielle a
la théorie du signal : la transmission de signaux a travers des systémes linéaires se tra-
duit par I'action d’opérateurs de convolution . Au lieu d’une présentation systématique,
nous donnons quelques exemples d’applications qui couvrirons nos besoins ultérieurs.
Pour commencer, nous dirons que deux fonctions réelles f et g définies et boréliennes sur
R sont « convolables » ssiy = f(x—1vy)g(y) est intégrable pour presque partout = € R ; alors
la convolution f * g est la fonction définie pour (presque) tout x € R et telle que

[eg@) = [ 1@=e)dy

Par exemple, si f et g sont des fonctions appartenant respectivement aux espaces L!(R)
et L>°(R), alors elles sont convolables : de plus, il est immédiat que f * g(x) est bien
définie pour tout x € R et appartient a L*(R) : nous allons voir comment la convolution
entraine ici un effet de régularisation.

Proposition 3.1. Si f est une fonction de L= (R), alors pour toute fonction U ¢ L'(R), la
fonction U  f = f U est un élément uniformément continu de L*(R).

Preuve. Par les propriétés élémentaires de 1'intégrale de Lebesgue (formule de change-
ment de variable linéaire), il estimmédiat que U x f(x) = f*U(z) est bien défini pour tout
x et que la fonction U * f = f x U est bornée sur R. Pour démontrer 1'uniforme continuité

11. Nous n’abordons pas ici ce point trés important.
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de U * f, nous commengons par supposer que U est une fonction de L!(R) qui est unifor-
mément continue sur R. Pour ¢ > 0 arbitraire, nous notons 7 (¢) le module de continuité
de U pour la jauge ¢ (i.e. ny(e) := max{|U(x) - U(y)| ; |z —y| < e}), de sorte que :

U % f(a) - U s f(a+e)| = U (U(z—t) - Uz +e— 1)) f(t)dt

Cela assure I'uniforme continuité de U * f. Nous utilisons maintenant la densité '* dans
LY(R) de 'espace % (R) de fonctions réelles continues sur R et & support compact : ainsi,
pour U € LI(R) arbitrairement donnée, nous pouvons considérer une suite Uy, Us, ... de
fonctions dans ¢ (R) t.q. |[U -Ug|1 - 0 quand k — +o0. Pour tout = € R, nous avons alors

U % f(x) - Uy * £(2) ‘[(U(m—t)—Uk(x—t))f(t)dt‘
Hf||oof!U(w—t)—Uk(w—tth: I flloo U = Ukl

Les U}, étant étant uniformément continues sur R, nous savons d’apres la premiere partie

< ()] oo

IN

de la démonstrations, que chacune des U, * f est uniformément continue sur R : I'inéga-
lité |U * f = U * flloo < | flloo |[U — Ugll1 assure alors que la fonction U = f est elle aussi
uniformément continue sur R

O

Les propriétés d’approximation liées a la convolution sont basées sur la notion de « noyau
de sommabilité » que nous définissons maintenant.

Définition 3.2. Une suite (Uy, Uy, ... ) de fonctions de L*(R) est appelée un noyau de somma-
bilité lorsque les trois propriétés suivantes sont vérifiées, soient :

(i) : [Up(z)dx=1;
(i) s sup, {[Un 1} < +o0;

(i) : pour tout e > 0, f| |Up(2)|dx =0 - 0 quand  — 0.

z|>e

(dans le cas ot les fonctions Uy, sont positives ot nulles, la condition (ii) est redondante).

La proposition suivante affirme que toute fonction uniformément continue f ¢ L*(R)
peut étre uniformément approchée par une suite de fonctions uniformément continues
de la forme Uy, * f, ot (Uy, Uy, ... ) est un noyau de sommabilité.

Proposition 3.3. Soit f : R — R uniformément continue et bornée sur R : si (Uy,Us,...) est un
noyau de sommabilité, alors Uy, * f converge vers f uniformément sur R quand n — +oo.

Preuve. Soit ¢ > 0 arbitrairement donné : alors par uniforme continuité de f, il existe
n>0tq.|f(z)- f(y)| <e/2 dés que |z — y| < n. Pour tout x € R nous avons

Uns @) -1 = | [ 00 - 1)
Sy U=t = f@)dt+ [ OOl (o= 1) = )it
tl<n [t[>n

Par définition du module de continuité 7 et en utilisant le fait que f est bornée, il vient

3
Unx 1@) = @) <5 [ UnOdt 2051 [ Un(r)a

IN

12. Résultat de la théorie de la mesure que nous admettons ici.
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La conclusion découle de 'existence d'un N t.q., pour tout n > N
€

Sy OO

g

Remarque 3.4. L'intérét de la Proposition 3.3 peut sembler (a priori) tres discutable du fait
(c.f. Proposition 3.1) que nous approximons une fonction bornée et uniformément continue sur
R (soit f) par des fonctions bornées et uniformément continues sur R (soient Uy, * f, pour k =
1,2,...)! Le point important (et que nous utiliserons par exemple pour démontrer le théoréeme
d’approximation de Weierstrass : c.f. § 4.1) est que les fonctions Uy, * f ont la méme régularité
que les fonctions Uy, (I'idée générale est que la convolée de deux fonctions possede la régularité de
la plus réquliere des deux fonctions). Pour illustrer cela, notons par exemple que si U est une une
fonction dans I'espace €' (R) des fonctions n (= 1,2, ..., +00) fois continiiment dérivables sur R
et a support compact, alors (c.f. [GW90, § 21.2]) pour tout f € L'(R) la fonction U * f est un
élément de L*(R) n €™ (R) et que de plus, pour tout 1 <k <n :

d* d*

U (@U ) * f
3.2. Considérons maintenant que f et g sont toutes deux des fonctions de L'(R); alors
d’apres le théoréeme de Fubini-Tonelli (et par changement de variable) nous avons

J - newlandy = [ ( [ 176 -wldz)lalay = 1511 lgh

de sorte que f et g sont convolables (i.e. y = |f(x - y)g(y)| est dans L' (R) pour presque
tout z € R) avec

J1r5g@ldo= [ | [ 1-gwidy|do< [ 156 -)gtldady < |11 gl < +o0

Proposition 3.5. Si f et g sont deux fonctions de L*(R) alors la convolution f + g = g » f est
une fonction de L' (R) telle que

1£ gl < [1£11 gl

La Proposition 3.5 possede plusieurs extensions possibles. Ainsi notons que pour 1 <
p,q < +oot.q.1/p+1/q =1, 1inégalité de Holder nous donne

119l < [ 11 = plolw)dy

(f1r-na) " (flarea)” <( [1rrea) " (L)

Par suite, lorsque f € LP(R) et g € LY(R) nous avons |f| * [g](z) < | f]p - |94 : en d’autres
termes f * g est une fonction de L (R). Les deux résultats précédents sur l’existence de
la convolution ne sont apparemment pas compatibles (puisque le conjugué de p = 1 est
q = +00) : ils sont en fait des cas de « I'inégalité de Young » que nous allons démontrer.

IA

IA

Théoreme 3.6 (Inégalité de Young). Soit 0 < p,q,r < +o0 t.q.
1+1=1+1
p q T
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Si feLP(R)etge LI(R), alors f et g sont convolables et de plus f + g € L™ (R) avec
1f = glr <1 flplglq

Preuve. Il suffit de considérer que f et g sont positives ou nulles en presque tout point. Le
cas ol 7 = +oo se traitant directement grace a 1'inégalité de Holder classique, nous suppo-
sons que r < +oo. Alors il est nécessaire que max{p, g} < r < +oo. Nous pouvons appliquer
I'inégalité de Holder a trois facteurs (c.f. Corollaire 2.6) avec le triplet d’exposants

(04,577)=(7“> L ) rq )
r—-p r—q

En effet on vérifie immédiatement que 1/a+ 1/8 + 1/ = 1 et par suite :

ff (z=)g" (W) [ (@ —y)g 7 (y)dy

(f (75 -wt <y>1) ) (f(fg(:v—y))gdy)

= ([ g dg) 15 gl

En élevant a la puissance r = a puis en intégrant, il vient (Fubini-Tonelli)

/ (f * 9($))’”d1; (ﬂ f(x - y)pg(y)qdydx) ||fH;—pHg”r—q

(f ([ 1 -wyrae)owyray) 1715 7gl
(f rera)( [ otwyas) sl 7Ial = 151 lol

3.3. Comme d’apres le théoréme de Riesz-Fisher nous savons que 'espace (L' (R), || - |)
est un espace de Banach, nous pouvons déduire de la Proposition 3.5 que :

f*g(x)

@[
2=

IA

(/ (gg(y))wdy)

IA

O

Corollaire 3.7. L'(R) muni de la convolution est une R-algebre de Banach commutative.

Notons au passage que L'(R) est un exemple d’algébre de Banach (commutative) non
unitaire (son unité devrait étre I'impulsion de Dirac en 0). Il existe une notion natu-
relle permettant de palier I'absence d'unité d’une algebre de Banach : ainsi, une suite
(Eo, Er,...) d’éléments d'une algebre de Banach &7 est appelée « une approximation de
'unité a gauche (resp. a droite) » lorsque pour tout A € o/ nous avons |E, A — A|| - 0 (resp.
|AE, — A|| - 0) quand n — +oo. Le théoréme suivant est I’analogue de la Proposition 3.3
pour la convergence L”(R) : dans le cas p = 1 il signifie que les noyaux de sommabilité tels
que donnés dans la Définition 3.2 sont en fait des approximations de 1'unité de l'algebre
de Banach L!(R) pour la convolution.

Théoreme 3.8. Si (Up,Uy,...) est un noyau de sommabilité, alors pour tout 1 < p < +oo et
f e LP(R) nous avons ||U,, * f - f|, = 0 quand n — +oo. (En particulier pour p = 1 un noyau
de sommabilité est une approximation de I'unité de I'algébre L' (R) pour la convolution.)

Lemme 3.9. Pour tout a € R, nous notons T, f (x) = f(x—a) —opérateur de translation spatiale ;
si f e LP(R) pour tout 1 < p < +oo alors | T, f — f|, = 0 quad a — 0.
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Preuve. Par uniforme continuité, le résultat est vrai dans l'espace ¢.(R) des fonctions
continues sur R a support compact. Maintenant, considérons que f € LP(R) et soit ¢ > 0
arbitrairement donné. Puisque '° €.(R) est dense dans LP(R), il existe g € %,(R) telle que
| f - gl <e/4. Or nous avons vu qu’il existe a > 0 tel que |Tog — g, < €/2, pour tout a € R
t.q. |a| < a; pour un tel a nous pouvons alors écrire

1Taf = Fllp < [ Taf = Taglp + 1Tag = glp + lg = flp = 20f = glp + [Tag - glp <&
U

Preuve du Théoréme 3.8. Soit f € LP. Comme 1/1 +1/p = 1/p + 1 le fait que U,, soit dans
LY(R) assure (c.f. Théoréme 3.6) que f * U,, est une fonction définie presque partout et
appartenant a LP(R). Par définition d'une approximation de 1'unité nous avons f(z) =
[ f(x)U,(y)dy; par suite, si nous notons ¢ le conjugué de p (i.e. 1/p + 1/q = 1), alors pour
tout rang n et presque tout x nous avons (inégalité de Holder.)

[+ Un(@)=f@) < [ 11@=y) = 1@ Ua()ldy
[ (17 =) = @U@ V() dy
([ - s@rwami)” ([ )"

En intégrant la puissance p-éme, le théoreme de Fubini-Tonelli nous donne :

If+0n-11 < ([ 150 - F@P U ldyds ) [0,
< & [ [1f@-y) - f@Pds) Un)ldy

ot nous avons noté K := sup,,{|U,||1 } (constante finie par définition d"une approximation

IA

de l'unité). En utilisant I'opérateur de translation nous avons alors :

©) I+ Un =11 < K2 [T, = 12U (3)ldy

Etant donné ¢ > 0, nous savons (c.f. Lemme 3.9), qu'il existe n > 0 tel que |T},f - f|, < ¢
des que |y| < n. Nous pouvons alors transformer (3) et obtenir pour tout rang n :

12 U= gl = 0 ( [ AT = SOy + [ [T = S5 )i
< & [ @Iy 2101 [ Uaw)ldy)
<

KPla (€pK+ 2p||f\|11§ [y|>77 |Un(y)|dy)

En prenant la limite-sup, quand n — +o0, la propriété (iii) d'une approximation de I'unité
nous permet de conclure que limsup,, | f * Uy, - f||} < P KP/9*1,
g

3.4. Nous terminons cette courte introduction aux techniques de convolution par une
notion de convolution adaptée aux fonctions 27-périodiques '*. Deux fonctions réelles f

13. Résultat de la Théorie de la mesure que nous admettons ici.

14. Le choix de la période 27 parmi toutes les périodes possibles est arbitraire; il est cependant motivé
par le fait que la longueur du circle unité vaut 27 ; le terme circulaire est systématiquement utilisé pour
préciser (souvent implicitement) que les fonctions considérées sont 2w-périodiques.
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et g définies sur R, boréliennes et 2r-périodiques sont dites « circulairement convolables »
si la fonction y — f(x - y)g(y) est localement intégrable pour presque tout = € R : dans
ce cas « la convolution circulaire » x — f @ g(x) de ces deux fonctions est par définition la
fonction 27-périodique "

@ foo@) =5 [ r-aet=(L) (o 10m)

Dans ce paragraphe, nous identifions I'espace de Banach L'[-7 ;7] a I'espace des fonc-
tions réelles définies sur R boréliennes, 27-périodiques et localement intégrables. La dé-
finition de la convolution circulaire sur les différents espaces LP[-7 ;7] (avec 1 < p < +00)
est simplifiée par le fait que LP[-7 ;7] est un sous-espace de L![-7;~]. La proposition
suivante est une conséquence directe de la Proposition 3.5.

Proposition 3.10. Si f et g sont deux fonctions 2n-périodiques de L[~ ; 7] alors la convolution
circulaire f ® g(x) de f et g est définie pour presque tout x € R; de plus f & g = g ® f est une
fonction 2r-périodique de L[~ ; 7).

De maniere analogue a la notion d’approximation de 'unité sur R (c.f. Théoréme 3.8),
nous avons la notion « un noyau de sommabilité circulaire ».

Définition 3.11. Une suite (Uy(x), Ua(x), ... ) de fonctions boréliennes supposées 2m-périodiques
et localement intégrables sur R est appelée un noyau de sommabilité circulaire lorsque *°

(1) : 5= [T Up(2)dz = 1;
(@) : sup, {|[Un[1} < +o0;
(i) : pour tout € > 0, ffﬁ_s |Up (2)|dx — 0 quand n — +oo.

(dans le cas oit les fonctions Uy, sont positives oit nulles, la condition (ii) est redondante).
Le théoréme suivant est I’analogue circulaire du Théoréme 3.8 (dans le cas p = 1).

Théoreme 3.12. Si (Up,Uy,...) est un noyau de sommabilité circulaire, alors pour tout f e
LY[~7 ;7] nous avons | f ® U, — f|1 — 0 quand n — +oo : tout noyau de sommabilité circulaire
est une approximation de I'unité de I'algébre L' [~ ;7] pour la convolution circulaire.

Le proposition suivante est la version circulaire de la Proposition 3.3 pour la convolution
circulaire (elle permet de démontrer facilement la version trigonométrique du théoréme
d’approximation de Weierstrass grace au théoreme de Féjer : c.f. § 4.4).

15. Le facteur ;- présent en (4) assure que la transformée de Fourier transforme la convolution circulaire
des fonctions en produits des transformées de Fourier. Plus précisément, si nous définissons la transformée
de Fourier & [ f] d’une fonction f € L'[~7 ;7] comme la suite § [ ] = (cn(f))nez, o1

() =5 [T @

alors § [-] réalise une application de L'[-7 ;7] dans l'espace des suites bilatérales de nombre complexes.
D’autre part, si f,g € L'[-m; 7], alors f ® g est dans L' [~ ;7] et (avec les précautions d"usages) :

en(fog) = %[:f@-)g(x)e*mdw

1 4 1 7r —in(z— —in 1 T —in
= 5 f (*/ f(x-y)e ™™ y)dw)g(y)e ydy:*/ cn(fa(y)e ™ dy
T Jon \27 Jr 27 J-x

En d’autres termes, cn (f ® g) = cn(f)cn(g), soitencore F[f @ g] = F[f]-F (9]
16. La présence du facteur ;- dans la condition de normalisation des U, est due a la définition de la
convolution circulaire en (4).
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Proposition 3.13. Soit f(x) 2m-périodique continue sur R et soit (Up(x),Ui(z),...) une ap-
proximation circulaire de I'unité : alors les fonctions U, & f (n > 0) sont des fonctions 2m-
périodiques continues sur R qui convergent uniformément sur R quand n — +oo.

4. Théoréme de Stone-Weierstrass

4.1. Le fait que les espaces de Hilbert séparables possedent tous une base hilbertienne
dénombrable et un point particulierement important : cela prouve en un sens qu’il n’existe
qu’'un seul espace Hilbert séparable : nous reviendrons sur ce point dans le paragraphe
suivant entiérement consacré aux espaces de Hilbert (c.f. Remarque 5.9 infra). Nous com-
mengons par traiter ici les « théoremes d’approximation de Weierstrass et de Stone-Weierstrass ».

Théoréeme 4.1 (Weierstrass classique). Si f est une fonction réelle continue sur [0;1] alors
pour tout € > 0, il existe un polynome P(X) e R[X ] t.q.|f(z) - P(z)| < ¢, pour tout x € [0;1].

Nous allons donner plusieurs preuves de ce théoreme. La premiére est basée sur la Pro-
position 3.3 qui assure 1’approximation uniforme des fonctions continues sur la droite
réelle par convolution avec « un noyau de sommabilité ».

Preuve du Théoréme 4.1 (n°1). Etant donnée f(x) une fonction (réelle) définie et conti-
nue sur [0;1], nous définissons la fonction g(z) telle que g(z) = 0 pour z e R\ [0;1] et
g(z) = f(z) - A(z) —avec A(z) = f(0) + (f(1) - £(0))z — pour z € [0;1]. Par définition
g(x) est une fonction bornée et uniformément continue sur R. Si pour n > 1 nous posons
U (2) maX{O;(l —xQ)”}
n\T) =

S -2y

alors (Uy,Us, ... ) est une approximation de 1'unité et la Proposition 3.3, assure que

Un*g(x)= f Un(y)g(z —y)dy = folU(w—y)g(y)dy

converge uniformément vers g(z). Or il existe 2n + 1 fonctions polynomiales en y, soient
ao(y), ceey a2n(y), telles que

2n

Ve,yeR, x-ye[-1;1] = Up(z-y) = Z ak(y)xk
k=0
de sorte que
U ate) = 3 () vt ot = B, (2)
Nous avons ainsi obtenu une suite_ By(x), B2(z),... de fonctions polynomiales définies

pour tout z € [0;1] qui convergent uniformément vers g(x) sur [0;1] : cela assure que
A(z) + By (z) converge uniformément vers f(z) sur [0;1] quand n — +oo.
O

4.2. Une autre démonstration constructive du théoreme de Weierstrass et celle proposée
par Bernstein : ainsi, toute fonction continue f : [0;1] - R est-elle associée au polynéme

Raf@)= 3 5 (1) Bu(a)
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ot les B,, j, sont « les polynomes de Bernstein définis en posant
k_k &
B i(z) = CEaf(1-2)"

Preuve du Théoréme 4.1 (n°2). Comme f est continue sur un intervalle compact, c’est
une fonction bornée et uniformément continue. Ainsi max{|f(z)|; 0 <z < 1} = | f] o <
+oo et pour tout € > 0 arbitrairement donné, il existe n > 0 t.q. |f(z) — f(y)| < €/2 des
que |z - y| < n. D’apres «la formule du bindme de Newton » (et du fait que 0 < = < 1) il
est clair que Y.7_( By x(x) = 1: en fait B, (x) s’interpréte comme la probability d’avoir
k réalisations d"un événement au cours de n expériences indépendantes et ot x est la
probabilité de I’événement au cours d"une seule expérience. Dans ce modele probabiliste,
nous notons (€2, P) I'espace probabilisé associé a la variable aléatoire X, : 2 - R telle que
P{X,, = k} = B,, (z) pour tout 0 < k < n. En utilisant le fait que 1’espérance et la variance
de X, valent respectivement nz et nz(1 - z) (c.f. Remarque 8.16 infra), nous pouvons
déduire de « I'inégalité de Tchebychev » (c.f. § 8.14 infra) que

nx(l-x) <

(5) > Bup(x) =P{|X, —nax|> A} < 2z S %

|k—nz|>\
Maintenant nous pouvons écrire que
k
> @ -f(5)|Bos@ s 3
ja—k/nl<n " j—k/nl2n

12 fle Y Bux(x)

2 |[nz—k|>nn

|f (z) = Puf ()]

$@) = f ()| Burt)

IN

soit encore, d’apres (5)

1£(z) - Puf(x)| < = + 2HfH2°o
2" g

Lorsque n > 4| f |/ (¢n?), nous obtenons bien que |f(z) - P, f(7)| <e.
0

4.3. Un polynéme trigonométrique est une fonction complexe 7'(z) de la variable réelle
x qui peut s’écrire sous la forme exponentielle

n
T(z)= ), creth®
k=—n
ol les coefficients ¢ sont les nombres complexes tels que

Ck iv[WT(gl:)e_ik””cl:c

:271' us

(le polyndme trigonométrique 7'(x) est dit réel si T'(x) € R, pour tout z € R).

Théoreme 4.2 (Weierstrass trigonométrique). Si f est une fonction réelle (resp. complexe)
définie sur R, continue et 2m-périodique, alors pour tout € > 0, il existe un polynéme trigonomé-
trique réel (resp. complexe) T'(x) telle que |f(x) - T'(z)| < e, pour tout x € R.

Preuve. Le cas complexe se déduit du cas réel; il suffit donc d’établir le résultat pour
f(x) une fonction 27-périodique, continue sur R et a valeur réelle. Pour une telle fonction
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nous pouvons toujours écrire f(x) = fp(x)+ fr(z) ou fp(x) (resp. fr(x)) est une fonction
continue 27-périodique paire (resp. impaire) : pour cela il suffit de prendre

oy = LD oy SO ICo)

Nous pouvons alors écrire fp(z) = Fp(cos(x)), oit Fp(z) est une fonction définie et
continue sur [-1;1] et f7(z) = Fi(sin(x)), ot Fr(z) est une fonction définie, continue
et impaire sur [-1;1]. D’apres la version classique du théoréeme d’approximation de
Weierstrass (c.f. Théoréme 4.1), pour € > 0 arbitrairement donné, il existe un polynéme
A(X) = Y8 garX* € R[X] tel que [Fp(z) - A(x)| < £/2, pour tout -1 < = < +1 : par
suite |fp(z) — A(cosz)| < /2, pour tout z € R. De méme, il existe un polynéme B(X) =
b o BrX* e R[X] tel que |fr(2) — B(sinz)| < £/2, pour tout z € R. Finalement en posant
T(z) = A(cosz) + B(sinz), il vient pour tout z € R

‘f(:v) - T(m)‘ < ‘fp(:z;) - A(COSIL‘)‘ + ‘f[(:c) - B(sinx)‘ <e

Or grace aux « formules d’Euler » nous avons

a e'ix + efiz p b eiz _ efi:p p
T(z) = A(cosz) + B(sinz) = Y oy — ) > By —
p=0 p=0 4
ol nous reconnaissons un polynéme trigonométrique (nécessairement réel).

g

Nous venons de déduire la version trigonométrique du théoreme d’approximation de
Weierstrass a partir de sa version classique ; réciproquement il est possible de déduire la
version classique de la version trigonométrique. Pour cela, supposons (pour simplifier)
que f : [-m;7] - R soit une fonction continue; quitte a retrancher une fonction affine
(i.e. polynomiale de degré 1), nous pouvons supposer que f(-m) = f(m) = 0 et noter
frp : R - R la fonction continue et 27-périodique t.q. fp(z) = f(z) pour tout -7 <z < 7.
D’apres le théoreme de Weierstrass trigonométrique, pour tout € > 0 il existe alors un
polyndme trigonométrique a valeurs réelles, soit T'(x) = X7_, cre®*®, t.q. pour tout z € R.

(6) [fp(z) =T (x)| <e/2

Nous utilisons ici le fait que le polynéme trigonométrique 7'(z) peut étre considéré comme
la restriction a ’axe réel d’une fonction 7'(z) de la variable complexe z, définie et analy-
tique sur tout le plan complexe. En d’autre termes, T'(z) coincide avec la somme Y72 &,2"
d’une série entiere de rayon de convergence infini : mais par définition'” le rayon de
convergence est le supremum des nombres réels R de [0 ; +oo] tels que la suite des sommes
partielle S,(2) = Y,_,&2" soient uniformément convergentes dans le disque ouvert
{|2| < R} (lorsque p — +00). Mais le rayon de convergence de T'(z) = 372, & 2* étant infini,
les fonctions polynomiales S, (2) convergent uniformément vers 7'(z) sur le disque fermé
{|z| € 7} quand r — +o0 : par suite, il existe un rang r t.q. |T'(z) — Sy(z)| < €/2 pour tout
x € [-m;7], de sorte qu'avec (6) il vient : | f(z) - Sp(x)| = | fp(z) - T (z)|+|T(x) - Sp(x)| < e.

17. Usuellement c’est plutoét une propriété du rayon de convergence (défini par exemple par la formule
d’Hadamard) : nous avons choisi de prendre cette propriété comme définition afin de simplifier notre pré-
sentation (pour une présentation classique sur les propriétés de convergence uniforme des séries entieres,
on pourra consulter [Gam01, Chap. V, § 3]).
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4.4. Une autre maniére d’aborder le théoréme d’approximation de Weierstrass est de
considérer directement la question de I'approximation uniforme des fonctions 27-pério-
diques par des polyndmes trigonométriques. Cette approche remonte (au moins) a la
polémique entre D’Alembert Euler et Daniel Bernoulli sur la représentations des fonc-
tions permettant une résolution de 1’équation de la corde vibrante (voir les mémoires
de D’Alembert de 1747 [D’A47b, D’A47a]), puis avec le mémoire [Fou22] publié en 1822
par Fourier sur I'équation de la chaleur (voir aussi le magnifique texte de Jean-Pierre
Kahane '® sur les séries de Fourier dans [KLR9S, p- 3 - 279 ]). Concernant le théoreme
d’approximation de Weierstrass, nous nous limiterons aux deux piliers de la théorie que
sont « le théoréme de Dirichlet » et « le théoréme de Féjer ». Pour cela, commengons par no-
ter qu’a toute fonction complexe f localement intégrable et 2w-périodique est associée le
polyndme trigonométrique
n A 1 ™ .
Suf(@) = Y (D™ ou alf)=5- [ et
k=—n 27 J-=n

Avec une petite transformation nous pouvons écrire

Snf(x):= i (% [Wf(t)e_ikt dt) otk _ % [:f(t)(kineik(x_t)) gt

k=-n 4
soit encore, (en utilisant la « convolution circulaire » : c.f£.§ 3.4) S, f(x) = D,, ® f(x) ot
noo sin((2n+1)2
Dn(ZL‘) . 2 ezka:: (( . )2)
i (3)

est le « le noyau de Dirichlet » (d’ordre n). Une version primitive du « théoréme de Dirichlet »
s’énonce comme suit :

Théoreme 4.3 (Dirichlet). Soit f une fonction complexe localement intégrable sur R et 2m-
périodique ; si f est continue par morceau et de classe C* par morceau, alors pour tout x € R

. 1 _
Jim S, f(2) = (£ + f(@))
Preuve. Voir [GW90, Théoréme 5.2.4 & 5.2.5, p. 40] ou encore [ST90, § 3.3 p. 26]
]

En un sens, « les moyennes de Cesaro » améliorent la convergence des suites numériques. En par-
tant du théoréme de Dirichlet nous pouvons définir les moyennes de Cesaro successives
de la suite Sy f(z), S1f(z),... en posant pour toutn > 1:

n—1 n—1
% onf@) = LS Suf(a) - (1 5 Dk,) o (2) = Fa @ ()
n 120 120

ol (apres calcul) nous obtenons « le noyau de Féjer » (fonction continue et 27-périodique) :

a2
- ()

n sin(2>

18. Jean-Pierre Kahane nous a quitté en 2017 : c’est une grande peine pour tous ceux qui ont eu la chance
de le croiser. Il a été le premier contact avec 1’Académie des Sciences de beaucoup de jeunes mathématiciens,
pour la publication de leurs résultats de thése aux notes CRAS. Je me souviens de ce sentiment intimidant
et stimulant que j’ai pu ressentir lors de mes échanges avec ce grand mathématicien du 20-éme siécle : ces
échanges était toujours empreint d'une sorte de rigueur a visage humain que je ne pourrai pas oublier.
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La grande différence entre le noyau de Dirichlet D, (z) et le noyau de Féjer F,(x) vient
du fait que les F(z), F5(x), ... forment une approximation circulaire de 1'unité (au sens
de la Définition 3.11) : Le « théoreme de Féjer » ' découle de la Proposition 3.13.

Théoreme 4.4 (Fejér — version uniforme). Si f(x) est une fonction complexe 2m-périodique et
continue sur R, alors la série de fonctions oy, f (x) converge uniformément vers f(z).

Les fonctions o, f(x) associées en (7) a une fonction f continue et 2w-périodique étant
des polynomes trigonométriques, le théoreme de Féjer établit de fait la version trigono-
métrique du théoreme d’approximation de Weierstrass.

4.5. «Le théoréme de Stone-Weierstrass » est une extension abstraite (et significativement
plus générale) du théoreme d’approximation de Weierstrass. Remarquons d’abord que
I’ensemble des fonctions polynomiales (e.g. réelles) sur l'intervalle [0 ; 1] forme une sous-
algebre de ([0, 1], R) (fonctions réelles) qui est unitaire (i.e. les fonctions constantes sur
[0; 1] sont polyndmiales) et qui séparent les points (on dit aussi séparante) en ce sens que
pour z # y, il existe une fonction polynomiale P(X) € R[X] t.q. P(z) # P(y). Toutes ces
remarques sont faciles a noter : il est remarquable qu’elles constituent les bonnes hypo-
theses d’un théoréme tres général *’. Afin d’énoncer la version classique du théoreme de
Stone-Weierstrass, considérons que (X, d) est un espace métrique compact : alors, muni
de la norme uniforme f + | f|e = max{|f(z)|; = € X}, 'espace € (X,K) des fonctions
continues sur X et a valeurs dans K = R ou C est un espace de Banach. La multiplication
des fonctions est une loi de composition interne sur (X, K) qui en fait une K-algebre *'.
On dira qu’une sous-algebre o7 de ¢ (X,K) sépare les points de X lorsque pour tout
couple z,y de points distincts de X il existe f € .o/ tel que f(z) # f(y).

Théoreme 4.5 (Stone-Weierstrass). Soient (X,d) un espace métrique compact et o/ ¢ €(X,R)
une sous-algebre unitaire séparante ; alors <7 est uniformément dense dans € (X,R).

Preuve. Voir [Rud64, § 7.24 p. 146]
O

L’énoncé du théoréme de Stone-Weierstrass sous sa forme réelle donné dans le Théo-
réme 4.5, ne peut s’étendre tel quel au cas complexe. Par exemple si nous considérons
D :={zeC; |z| <1} le disque unité fermé du plan complexe et D° := {z € C:|z| < 1} son
intérieur, alors I’ensemble <7 formé des polynomes complexes P(z) = Y7, 2" (avec
n > 0 et a; € C) est une algebre unitaire qui sépare les points de D. Il est cependant
assez facile de vérifier que </ n’est pas dense dans ¢ (D, C). En effet, notons que </ est
une sous-algebre de 'algebre .77 formée des fonctions f(z) qui sont analytiques (holo-
morphes) sur D° et continues sur D. Or J# est un sous-ensemble propre de ¢ (D, C) qui
est fermé dans 'espace de Banach (4 (D,C),| - |«); en effet si fi(z), f2(2),... est une
suite de fonctions de .7 qui converge uniformément vers f(z) dans ¢ (D, C), alors f(z)
est par hypothese continue sur D, la convergence uniforme sur D° assurant assurant

19. Féjer était 4gé de 19 ans lorsqu’il a établi ce résultat.

20. Notons que I'hypothese de séparation des points est importante : en effet 1’algébre unitaire des fonc-
tions polynémiales P : [0;1] - Rt.q. P(0) = P(1) nest pas dense dans ([0, 1],R) —la cléture uniforme de
ces fonctions polynomiales est I’algebre €» ([0, 1], R) des fonctions continues f : [0;1] - R t.q. £(0) = f(1).

21. De plus, comme || fg|oo < || f] oo ] g]leo, nous pouvons dire que € (X, K) est une algebre de Banach.
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aussi que f(z) est analytique sur D° (c.f. [GamO01, Chap. V § 3]). La version complexe du
théoréme de Stone-Weirstrass est un corollaire immédiat de sa version réelle.

Corollaire 4.6 (Stone-Weierstrass complexe). Soient (X,d) un espace métrique compact et </ c
€ (X, C) une sous-algebre unitaire, séparant les points de X et stable par conjugaison (i.e. f € o/
des que f € o7); alors o est uniformément dense dans €' (X, C).

A partir du théoreme de Stone-Weierstrass complexe, il est possible de retrouver le théo-
réme d’approximation de Weierstrass dans sa version trigonométrique pour les fonctions
complexes continues 27-périodiques. En effet si nous notons T = {z € C ; |z| = 1} le 1-tore
complexe, alors 1’algebre des polyndmes complexes sur T n’est pas stable par conjugaison
complexe (effet Z n’est pas un polyndme complexe). Par contre en notant .2/ I'ensemble
des fonctions de la forme g(z) = 1/2" P(z), ott P(X) est un polyndéme de C[X] et ol
N est un entier > 0, alors il est facile de vérifier que <7 est une sous-algebre de ¢ (T, C)
unitaire séparante et stable par conjugaison. Par une application directe du théoreme de
Stone-Weierstrass complexe nous retrouvons ’analogue complexe du théoreme d’Ap-
proximation de Weierstrass affirmant que si g(z) est une fonction complexe définie et
continue sur T, alors pour tout € > 0, il existe une polynéme P(X) € C[X] et un entier
N >0 tels que |g(2) - P(2)/zN ‘ < ¢. Le Théoréme 4.2 s’en déduit, puisque toute fonction
complexe f(x) continue et 2r-périodique sur R peut s’écrire f () = g(e*®), pour g(z) une
fonction complexe continue sur T.

5. Espace de Hilbert

5.1. L'utilisation des espaces de Hilbert pour la formulation abstraite de la mécanique
quantique s’introduit dans la deuxiéme moitiés des années 20**. Plusieurs mathémati-
ciens et physiciens sont impliqués dans ce travail de formalisation : mentionnons en par-
ticulier Wiener, Born, Jordan, Von Neumann et Stone. La présentation systématique /axio-
matique de la mécanique quantique est exposée dans le livre de Von Neumann [VN55].

5.2. Dans la suite, nous supposons que les scalaires sont pris dans le corps C des nombres
complexes; « le théoreme de Fréchet-von Neumann-Jordan » (c.f. [JVN35]) nous permet de
donner un définition tres générale des espaces de Hilbert comme cas particuliers des es-
paces de Banach. Ainsi, nous dirons que le C-espace de Banach (7, | - |) est un « espace
de Hilbert » (complexe), lorsque « l'identité du parallélogramme »

1
(8) X2+ Y12 = S(1X + Y+ X Y )P)

22. On lit dans [Loc94] : « Ce sont les séries de Fourier qui sont a I'origine de I'espace de Hilbert. En effet, en
étudiant les vibrations de membranes et d’enceintes quelconques, les mathématiciens mirent en évidences des vibrations
propres de formes variées. Or, au début de notre siécle, surgit d'un autre horizon un nouveau venu en mathématique
— I'équation intégrale de Fredholm — qui introduisait sans le dire la notion d’opérateur et exprimait sous une forme
nouvelle le probleme des vibrations. Grice a cette équation, Hilbert remarqua que la recherche des vibrations d’une
membrane ou d’une cavité possede une signification géométrique remarquable : elle est analogue i la recherche des axes
de symétrie d’une conique (ellipse, hyperbole ou parabole).[...]

La théorie des espaces de Hilbert, déja trés élaborée dans les années 20, était préte a accueillir en son sein la
mécanique quantique, de méme que les espaces de Riemann semblaient attendre la relativité générale. C’est a John von
Neumann que revint le mérite de construire I'algebre des opérateurs dans cet espace et de créer, dans un ouvrage célebre
[VN55] la forme mathématique de la mécanique quantique. »
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est satisfaite ; alors (8) assure que l'application (X,Y") ~ (X|Y') définie par « l'identité de
polarisation (complexe) », en posant

1 . : : :
©) (X[y) = ;l(||X+Y||2 ~IX Y|P +a X +aY P - i) X - iY]?)

est « un produit scalaire hermitien (semi-linéaire a droite) sur 7 », la norme | - | étant liée
au produit scalaire par la relation | X|? = (X|X). Dans la suite nous travaillons dans
un espace de Hilbert (complexe) supposé séparable (i.e. qui posseéde un sous-ensemble
dénombrable dense).

5.3. Partant de I'inégalité triangulaire, nous avons (| X| + |Y])? > | X + Y|? et donc,
|X 12+ 1Y 12+ 20 XY 2 | X2+ Y]+ (X]Y) + (Y] X)

soit encore, apres simplification :

(10) I XY > ve (X[Y7)

Par suite, si (X|Y') # 0 et si 6 est un argument de (X|Y'), alors

(11) XY = 1X 1Y ] > ve(e ™ (X]Y) ) = [(X]Y)]

Cette inégalité est connue sous plusieurs noms; en France elle est appelée « I'inégalité de
Cauchy-Schwarz » (Lusternik et Sobolev 'appelle « I'inégalité de Bouniakovski-Schwarz » :
c.f. [LS89]). Il peut sembler étrange de démontrer 1'inégalité de Cauchy-Schwarz a partir
de I'inégalité triangulaire : de fait, nous avons choisi ici de définir un espace de Hilbert
comme un espace de Banach spécial dans lequel le produit scalaire se définit a partir de la
norme. Dans la pratique (et de maniére plus classique : voir par exemple les §§ 5.6 & 5.7)
on a souvent affaire a un espace pré-hilbertien, i.e. un espace vectoriel normé dont la
norme est déduite d’un produit scalaire (-|-) : cet espace sera hilbertien si et seulement
si il est complet. Dans cette derniere présentation, les propriétés du produit scalaire per-
mettent de déduire successivement 1'inégalité de Cauchy-Schwarz puis le fait que 1’ap-
plication X ~ | X|| := (X|X )1/ ? est bien une norme : en particulier, 'inégalité triangulaire
s’obtient a partir de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz en écrivant :

| X+ Y| = [ X+ Y] + 20 (X]Y) < X2+ V]2 + 2] (X]Y)
|X02 + Y2 + 20X 1Y) = (X ]+ 1Y ])?

IN

IN

On obtient ainsi un espace pré-hilbertien, dont la complétude doit étre vérifiée a posté-
riori (voir par exemple les versions du théoreme de Riesz-Fisher données par les Théo-
rémes 2.9 & 5.8). Dans un espace de Hilbert, I'inégalité triangulaire et 1'inégalité de Cau-
chy Schwarz, sont donc deux formes équivalentes d"'une méme propriété. Pour conclure
ce paragraphe, nous démontrons ci-dessous la forme complete de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz a partir des propriétés du produit scalaire (et ot1 figure le cas d’égalité).

Théoreme 5.1. Soit (|-} le produit scalaire d’un espace de Hilbert 7 et X — || X| := (X]X)l/2
la norme associée ; alors I'inégalité de Cauchy-Schwarz est satisfaite, i.e. pour tout X,Y e 2 :

(12) XYY < IXT Y]

De plus I'égalité en (12) a lieu ssi X et Y sont proportionnels.
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Preuve. Le cas Y = 0 étant trivial, nous pouvons supposer que Y # 0; de plus, quitte
a multiplier Y par e¥, pour un réel § adéquat, nous pouvons supposer sans perte de
généralité que (X|Y') est un nombre réel. Pour tout A réel nous posons

P(A) = [ X + XY |2 = [ X|* + 20 (X[Y) + X[V

qui (dans le cas considéré) est un polyndme du second degré en \ (car |Y'|? > 0) et dont
les coefficients sont réels (car (X|Y') est réel). Mais par définition P(\) > 0, pour tout
A > 0, ce qui signifie que son discriminant est négatif ou nul, soit encore que

2
4(X|Y) -4 XY <o,

L'inégalité de Cauchy-Schwarz en découle directement. Pour le cas d’égalité, il est im-
médiat que si X et Y sont proportionnels, alors [(X|Y)| = | X]| Y. Réciproquement,
si [(X|Y)| = |X|||]Y] alors le discriminant ci-dessus est nul et donc P(X) admet une
racine réelle (double) Ay, ce qui signifie que | X + \oY'| = 0.

U

Le paragraphe § 10 est consacré au principe d’incertitude de Heisenberg-Gabor, dans le
cadre de la théorie des signaux d’énergie finie. Ce résultat est une forme déguisée du
principe d’incertitude pour le couple d’observable position-impulsion de la mécanique
ondulatoire (c.f. [Olil6b, Théoremes 5.1 & 5.5]). Cependant, il existe un principe d’incer-
titude plus général que nous énoncerons dans le cadre abstrait de la mécanique ondula-
toire (c.f. [Olil6b, Théoreme 6.4]) qui se trouve étre une conséquence directe de 1'inégalité
de Cauchy-Schwarz telle qu’écrite en (10).

5.4. Deux vecteurs X et Y d'un espace de Hilbert .7 sont dits orthogonaux lorsque
(X]Y) = 0. L'orthogonal d’'un sous-ensemble K c % (non vide) est 'ensemble noté K*
formé des Y € . qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de K, c’est-a-dire t.q. (X|Y) =
0, pour tout X ¢ K.

Théoréme 5.2. L'orthogonal K* de tout sous-ensemble K c ¢ (non vide) est un sous-espace
vectoriel de 7 qui est fermé.

Preuve. Il estimmédiat que K* est un sous-espace de 7. Pour la fermeture de K, consi-
dérons que Xy, X1,... est une suite de K* qui converge vers une limite X, (dans #).SiY
est un point arbitraire de K alors, par la continuité de la forme linéaire (Y|-), nous savons
que (Y|X,) - (Y|X.) quand n — +o0; or (Y|X,,) = 0, pour tout n et donc (Y|X,.) =0:1a
conclusion que X, € K* vient du fait que Y est arbitrairement dans K.

U

Le lemme suivant est trés important.
Lemme 5.3. Si K est un sous ensemble dense de 7, alors K+ = {0}.

Preuve. Soit X € K* et Xy, X1,... une suite de points de K t.q. X,, > X quand n — +oo;
alors (X,|X) = 0 pour tout n. La conclusion vient de la continuité de l’application ¥ ~
(Y]X,), de sorte que 0 = (X,,|X) - (X|X) = | X||* quand n — +oo.

[l
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5.5. Rappelons qu'une famille {X;}¥, (oo < M < N < +o00) est « orthonormée » ssi
(Xi|X;) = 6i; (symbole de Kchronecker) et que c’est une « base hilbertienne de 7 », lorsque
le sous-espace vectoriel engendré par les X, est dense dans 7. Dans la suite nous pren-
drons (M, N) = (0,+o0) (nous rencontrerons d’autre cas — en particulier le cas (M, N) =
(—00, +00) — qui se traitent de maniere analogue).

Proposition 5.4. (i) : Etant donnée { X}, (avec 0 < N < +o0) une famille orthonormée de
€, nous avons pour tout Y € 3 :

leio (Y |Xp) [P < | X («Inégalité de Bessel »)
(id) : si { X}V est une base hilbertienne de A alors tout Y e S s'écrit Y = Yo | (Y| Xy) Xy ice. :
. n
i [ - 7 (V165 X =0
de plus, n — (Y| X,,) est une suite de nombres complexes de carré sommables t.q. :

Zio (Y| X,) > = | X|? («Identité de Pythagore-Parseval »)

Preuve. (i) : Il suffit de montrer I'inégalité de Bessel lorsque N < +oc0 ; dans ce cas, nous
associons a tout Y € # donné le vecteur Y’ = Y (Y]X};) X de sorte que |Y'|? =
SN [{Y]X,)|?; alors, en posant Z = Y — Y, il vient, pour touti =1,..., N

(Z]X:) = (YIXi) = 20, AVIXG)(XG1X0) = (YIX) - 3 (V1X;) 65 =0
Par suite Z étant orthogonal a tous les X, il est aussi orthogonal a Y’ et donc
Y2 = 1Y+ Z? = |[Y')? + 1 Z)* + 2ve (Y'12) = |Y'I> + | Z) 2 | Y'|)?

(it) : Nous considérons ici que N = +oo (N < +oo étant classique). Pour Y arbitrai-
rement pris dans .7, nous savons d’apres (i) que n — (Y|X,,) est une suite de nombres
complexes de carré sommable : cela entraine que la suite n — Y.7'_; (Y| X}) X}, est de Cau-
chy dans 5 (puisque |Xp:q — X,|? = 27, [{Y]Xpsx) [?) : par suite nous pouvons consi-
dérer Y' := Y77, (Y| X)) X (ie. la limite dans 2 de Y;_, (Y| X%) X quand n - +o0). En
posant Z := Y - Y’, nous pouvons montrer par un calcul analogue a celui effectué en (%)
que Z est orthogonal a tous les X, ; par suite Z est orthogonal a I'espace vectoriel engen-
dré par les X, : or cet espace étant dense dans .77’ (définition d"une base hilbertienne),
nous pouvons en conclure que Z = 0,i.e. Y = Y’. Lidentité de Pythagore-Parseval découle
alors de la continuité de la norme et du fait que pour tout £ > 0

|5 (Y IXR) Xk = S0 (Y| Xk) P
]

Théoreme 5.5. Un espace de Hilbert est séparable (de dimension infinie) si et seulement si il
possede une base hilbertienne dénombrable.

Preuve. D’apres la partie (ii) de la Proposition 5.4, il est immédiat que si 'espace de
Hilbert s posséde une base hilbertienne dénombrable, alors il est nécessairement sé-
parable. Réciproquement si J# est séparable alors il existe une famille dénombrable
{Xo,X1,...} c A qui est libre et qui engendre un sous-espace vectoriel dense dans .7 :
en d’autre termes, si /7, est le sous-espace engendré par { Xy, ..., X}, alors Uy, 7, est
dense dans J#. En appliquant l'algorithme d’ortho-normalisation de Gramm-Schmidt,



B.ILA.A. (2016) no 103 Mécanique quantique I : bases mathématiques 33

on peut construire une famille dénombrable {Yp, Y7, ...} orthonormée de sorte que pour
tout n > 0, le sous-espace .7, coincide avec le sous-espace engendré par {Yp,...,Y,} :
cela entraine que {Yp, Y1, ...} est une base hilbertienne de .7#.

O

Théoreme 5.6. Soit ¢ un espace de Hilbert séparable; si % est un sous-espace fermé de 7€
alors ¢+ est un sous-espace fermé, supplémentaire de ¢ en ce sens que A = X & K *.

Preuve. Comme %" n . #* = {0}, il suffit de démontrer que tout X € J# peut s’écrire
X=Y+Z,avecY e % et Ze #*.Si % ={0} le résultat est immédiat ; nous supposons
donc maintenant que %" # {0}. Comme % est un sous-espace fermé de .7# (espace de
Hilbert séparable), c’est lui-méme un espace de Hilbert séparable : il possede donc une
base hilbertienne (finie ou dénombrable : c.f. Théoréme 5.5) soit (X;)¥ o (@avec 1 < N <
+00). D’aprés « I'inégalité de Bessel » la série YN | (X |X;) |2 est convergente, ce qui entraine
que Y := YN (X|X;) X; est un élément bien défini de .# : or pour tout 1 <ig < N

(X ~Y1X5) = (XX ) = 20, (XX (Xil X, ) = (X|XG,) = 30, (X1X) &, = 0

i i
ce qui entraine que Z = X - Y e J#*.
U

Lorsque % est un sous-espace vectoriel fermé de .7, on dit aussi que % est « le supplé-
mentaire orthogonal de J# » ; nous pourrons aussi noter 7 = % ®% une somme directe
orthogonale, ce qui sous-entend que & = J#'*.

Corollaire 5.7. Si {0} # ¢ est un sous-espace fermé de 7, alors la projection orthogonale sur
J (i.e. la projection sur & parallelement a 2 *) est un endomorphisme de L(.7) de norme 1.

Preuve. Si (X;)¥, (avec 1 < N < +o0) est une base hilbertienne (finie ou dénombrable)
A, alors PX = YN, (X|X;) X; est la projection orthogonale sur .# : par suite | P| = 1, car
d’une part (inégalité de Bessel) | PX | < | X | et d’autre part PX = X des que X € .%".

O

5.6. Les suites de scalaires pris dans le corps K = R ot C qui sont de carré sommable,
forment un K-espace vectoriel possédant une structure naturelle d’espace de Hilbert :
cet espace représente une forme canonique des espaces de Hilbert séparables (c.f. Re-
marque 5.9). Pour préciser cela, considérons que a : N - K et b : N — K sont deux suites
de scalaires ; alors pour tout entier n > 0, l'inégalité de Minkowski, i.e. 'inégalité triangu-
laire pour la norme euclidienne (resp. hermitienne) sur R™*! (resp. C"*!), affirme que

n 1/2 n 1/2 n
(13) (z a(k) +b<k)|2) < (Z |a<k>|2) ; (Z |b<k:>|2)
k=0 k=0 k=0

Nous en déduisons que I'ensemble ¢? = ¢?(N,K) formé des suites a : N - K de nombres

1/2

complexes qui sont de carré sommable (i.e. 332, |a(k)|* < +o0) est un K-espace vectoriel.
De méme (extension de 1'inégalité de Chauchy-Schwarz sur K"*!) I'application (-|-) de
P x0? > Kettq. (ab) = £5°, a(k)b(k) est bien définie : elle définit un produit scalaire sur
% associée a la norme |al|z = (a|a)1/2. Nous venons de vérifier que (£2, | - ||2) est « un K-
espace préhilbertien ». Le théoreme suivant est le prototype du « théoréme de Riesz-Fisher ».
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Théoréme 5.8. 2 = (*(N,K) est un K-espace de Hilbert.

Preuve. Nous devons démontrer que I'espace préhilbertien (¢2, |-[2) est complet. D’apres
le Lemme 2.1, il s’agit de montrer que si ag, a1, ... est une suite de ¢ telle que la série
2420 4q SOit absolument convergente dans 2 (ie. Yoo0 lagllz < o0), alors les sommes par-
tielles oy, := 3 0_( a, forment une suite qui converge dans 2. Nous devons donc d’abord
vérifier que pour tout p la série scalaire ¥, a,(p) est sommable, puis en notant a(p) sa
somme, vérifier que p — a(p) appartient a /2. Commencons par définir

A = S lag®)] (€ [0 +o0])

q=0

D’apres I'inégalité de Minkowski (inégalité triangulaire pour la norme | - |2) nous avons

2
Z_:OAQ(p)=nlgr+n Z(Z p)l) = lim < lim (leaqllg)

p=0 \¢=0

soit encore

2
(14) ZAz(p)S(ZIIaqHQ) < oo
p=0 q=0

Cela signifie que A?%(p) est sommable, ou encore que A € 2 en particulier A(p) est néces-
sairement fini pour tout p, ce qui assure a la série }..2, a,(p) d’étre absolument sommable
pour tout p. Ainsi p = a(p) = X2 a.(p) est une suite de scalaires bien définie : or en
utilisant (14) nous avons

oo oo | oo 2 %) %) 2 00
Sla®@P =Y > aq(p)| < Z(Zlaq(p)l) = > A%(p) < +o0
p=0 p=0 |q=0 p=0 \¢=0 p=0

ce qui signifie que a € ¢2. Comme combinaison linéaire finie d’élément de ¢2, la suite
= Yo aq est aussi dans (2 et de plus

2
S o) - an()| < (z\%@ﬂ
0 p=0

p= q=n+1

Orpw~ (Z;‘:’ml |aq(p)|) est dominée par p — A?(p) qui d’apres (14) est sommable;
d’autre part, pour tout p, nous savons que 0 < A(p) < +oo de sorte que Y22, laq(p)| = 0
quand n — +oo : par suite (convergence dominée) les «, tendent vers « dans £2.

U

Remarque 5.9. En un sens, l'espace (? (sur K = R oit C) est une version canonique des K-espaces
de Hilbert séparables. En effet, notons que si e, est 'élément de (% t.q. e,(n) = 1 et €,(k) = 0 si
n + k,alors € := {€, ; n=0,1,...} est une base hilbertienne de 02 ; mais E étant dénombrable,
nous en déduisons que (* est séparable. Si maintenant (€, - |) est un K-espace de Hilbert
séparable alors (algorithme de Gramm-Scmidt) S possede une base hilbertienne dénombrable,
soit F = {&, ; n =0,1,...}. Le K-espace vectoriel /3 engendré par £ est un sous-espace dense
de (% il est immédiat que I'application linéaire ® : (3 — J t.q. ®(e,) = &, est isométrique (i.e.
|®(a)| = |lal2, pour tout a € €2) : par suite ® s'étend en une unique application linéaire de (* sur
S qui est une isométrie de (% sur .
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5.7. Nous considérons maintenant le cas particulier du théoreme de Riesz-Fisher sur
les espaces LP(I) (c.f. Théoreme 2.9 supra) avec I = [-m ;7] et p = 2 qui nous permet
d’affirmer que L?[-m, 7] est un espace de Banach. Il est alors immédiat de vérifier que
L*[-7, 7] est un espace de Hilbert pour le norme | f|2 = (f|f )1/ % avec le produit scalaire

(f.0) = (flg) = 5 [ F@)g()da
Pour tout entier n € Z nous notons
en () = cos(nz) + isin(nz) = e*
de sorte que € := {e,, ; n € Z} est une famille orthonormée de L*[-,7].

Théoréme 5.10. La famille orthonormée & est totale en ce sens que pour f € L*[-m, 7], si
(f|en) = 0 pour tout n € Z, alors f = 0 presque partout : c’est une base hilbertienne de L*[~n, ).

Une premiére démonstration du Théoréme 5.10 est basée sur le fait >’ que €' ([-7; 7], C)
est dense dans L?[-m, 7] (pour la topologie de la norme | - |2) combiné a la version tri-
gonométrique du théoreme d’approximation de Weierstrass affirmant que 1’espace des
polynémes trigonométriques est uniformément dense dans l'espace €p([-m;7],C) des
fonctions f € ¢ ([-7;7],C) t.q. f(-7) = f(7).

Lemme 5.11. Soit S,, f la n-ieme somme de Dirichlet de la fonction 2m-périodique f t.q. f(x) =z,
pour tout -t <z < met f(mw)=0:alors |Spf - fll2 = 0 quand n — +oo.

Preuve. La fonction f(x) étant impaire, nous avons S, f(x) = Y., bi sin(kzx) ott le coef-
ficient en sinus d’ordre k (pour k > 1) est

1 - 1 k g 1 1 k+1
by = — f xsin(kx)dr = — _zcoslha) +— f cos(kz)dx = 2( )
mJ-n s k km k

De plus d’aprés le théoreme de Dirichlet (c.f. Théoréme 4.3) nous avons pour tout € R
k+1 k+1 —-tkX
(15) flxz)= 22 ( ) sin(kx) = 22 (- 1) ( 2(_3 )
i

La famille & := {¢**? ; k € Z} étant orthonormée, c’est une base hilbertienne de la cléture
#y du C-espace vectoriel engendré par £. Or d’apres (15), nous savons que f et S, f
(n > 1) sont des éléments de 7 tels que || f - S, (f)|23=235,,., 1/k? : cela entraine ** que
f est la limite dans % (et donc dans L*[~7;7]) de S, f quand n — +oo.

g

Preuve du Théoréme 5.10 n°1. Nous devons démontrer que 1'espace des polyndmes tri-
gonométriques est dense dans L?[-7 ;7] (muni de la norme | - |3). Considérons pour

23. Résultat de la théorie de la mesure que nous admettons (voir par exemple [GW90, Théoreme 15.3.3]).
24. Notons au passage que l'identité de « Pythagore-Parseval » dans 7 appliquée a

k+1 .
f( )—Z( 1) ( zk"()ie—zkx)

1 :L'S 7_[_2
2> 5= =g f] mdm_[g] -z

d’ott « la formule d’Euler » Y52, 1/k* = 7% /6.

nous donne
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cela f € L*[-m;7] et soit € > 0 arbitrairement donné. Nous partons du fait qu'il existe
g(z) e €([-m;7],C) t.q. | f - gll2 < &/3. Sinous posons pour tout -7 <z < 7
R OECON
27

alors d’une part (c.f. Lemme 5.11) il existe un polyndéme trigonométrique S(x) t.q. ||h -
S|z < /3. Mais d’autre part g — h étant une fonction de €p([-7;7],C), nous pouvons
appliquer la version trigonométrique du théoréme d’approximation de Weierstrass qui
nous donne un polynéme trigonométrique 7'(x) t.q. | (g—h) - T'||es < 2me/3. En particulier,
nous avons ||(g — h) = T'||2 < £/3 et finalement nous avons

[F=(S+T)2<[f=gla+1(g=h)=Tl2+[h-Sl2a<e
g

Remarque 5.12. Le fait que la famille £ formée des exponentielles complexes ey () = e*** pour
k € 7 soit une base hilbertienne de L*[~ ; w] entraine que pour toute fonction f € L*[-n ;7] la
série de Fourier Y12 _ (fler) ex converge vers f dans L*[~m ;7] : en d'autres termes, si nous
notons cy, = (fley,), alors le polyndme trigonométrique S, f(x) = S} c.e™™™ converge vers
f dans L[~ ;7]. Nous retrouvons ainsi le résultat du Lemme 5.11, puisque la fonction 27-

périodique f(x) t.q. f(x) = z, pour tout -7 < x < w avec f(r) = 0 appartient a L*[~7 ; +oo].

5.8. Pour démontrer le Théoreme 5.10, nous avons utilisé que € ([-7;7],C) était un
sous-espace dense de L?[-7 ;] : c’est un résultat classique de la théorie de la mesure
que nous n’avons pas justifié. Nous proposons maintenant une autre approche du Théo-
reme 5.10 en suivant I’argument donné par J. Bass dans [Bas71, § II-3-4, p. 146 - 149 |. 1
s’agit de vérifier d’abord que la famille £ sépare les points du sous-espace ¢p([-m;7],C)
de L?[- ;7] formé des fonctions ¢ qui sont continues et prolongeables en une fonction
continue et 2r-périodique sur R (i.e. ¢ € €([-7;7],C) avec p(-7) = ¢(m)).

Proposition 5.13. Si p € €p([-7;7],C), alors ¢ = 0 des que (| e,) =0, pour tout n € Z.

Preuve. D’apres le théoreme de Dirichlet (c.f. Théoreme 4.3).
O

Pour f € L*[-7 ;7] nous commencgons par remarquer que (inégalité de Cauchy-Schwarz)

™ T 9 1/2
[T ir@in < vor( [Tif@)Pde) =2l
ce qui assure que f € L'[-7 ;7] ; par suite, pour tout x € [-7, 7]

F)= [ fw)dy

est un nombre complexe bien définie. De plus, pour tout 0 < a < b < 1, nous avons
(deuxiéme application de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz) :

1/2
) -F@I=| [ s Vo=a) ([ 1r@kay) < VEG-a) 151

de sorte que z — F(x) est une fonction de ¢ ([-7; 7], C).
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Proposition 5.14. Soit f une fonction de L*[~n ;7] soit F' : [-7 ;7] — C la fonction telle que

T
F(z) = Lr f(y)dy
Si F = 0 alors f est nécessairement nulle presque partout.

Pour démontrer la Proposition 5.14, nous avons besoin du fait que si f est une fonction
intégrable positive ou nulle sur [-7;7] et telle que /7 f(z)dz = 0 alors f(z) = 0 pour
presque tout = € [-7; 7]. Nous utiliserons aussi que la mesure de Lebesgue A (sur la tribu
B des boréliens inclus dans [-7; ]) est « réguliere », en ce sens que pour tout A € B

(16) A(A) = inf {)\(U) i AcU, Uouvert}

Preuve de la Proposition 5.14. Nous pouvons considérer séparément la partie réelles et
la partie imaginaire de f : pour la démonstration, cela revient a supposer que f et F' sont
a valeurs réelles. Si F'(x) = 0 pour tout x € [-7; 7], alors nous avons

a7) [ fway=0

pour tout intervalle A ouvert de [-7 ;7] : les ouverts de [-7; 7] étant réunions dénom-
brables d’intervalles ouverts disjoints deux a deux, nous en déduisons (convergence mo-
notone) que (17) est vraie pour tout ouvert de [-;7]. Enfin, d’apres (16), I'identité (17)
demeure vraie pour tout borelien A € 3 : en prenant pour A les deux ensembles boréliens
{f >0} et {f <0}, nous pouvons conclure que f est nulle presque partout.

U

(30
Sx)

FIGURE 1. Changement de sommation sur un domaine triangulaire du plan.

Preuve du Théoréme 5.10 n°2. Soit f € L*[-7 ;7] telle que (f|e,) = 0, pour tout n € Z et
soit F' : [-m; 7] — C la fonction telle que F(z) := [* f(t)dt. Nous savons d'une part que
F € ¢([-m;7],C); mais d’autre part F'(7) = 27 (f|eg) = 0 et donc F(n) = F(-7) =0:
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par suite F' appartient a ’espace ¢p([-m;7],C) des fonctions continues prolongeables
en une fonction continue 27-périodique sur R. Nous affirmons que

(18) (¥neZ~ {0}) f” F(z)e™dz = 0
Si nous admettons (18) et si nous notons C' := f_fr F(x)dz, alors nous avons
(VneZ) f "(F(z) - C)e™dz = 0

Comme F est continue, cela assure que F(z) = C pour tout x € [-7;7]; or par défi-
nition F'(-7) = 0 et donc F(z) = C = 0 pour tout x € [-7;7]. Or d’apres les Proposi-
tions 5.13 et 5.14, nous pouvons conclure successivement que F' est nulle et que f s’annule
presque partout. Il nous reste a établir (18) : en utilisant le fait que 1[_,.,1(y) = 1 .x)(7)
(voir Fig. 1), nous pouvons écrire que pour tout n € Z {0}

[: F(z)e™®dz = [: ([:f(y)dy) ey
[: f(y)(fyﬂe"”xdx) dy

[ [in]ydy - (o [Trwa- [ ey

[T P@endn = (<17 (fleo) - (fle-n) ) =0

™

soit encore

6. Transformée de Fourier L'

6.1. La transformée de Fourier permet d’analyser les phénomenes de nature vibratoire.
En pratique on se rameéne a un signal f(t), i.e. une fonction de la variable temporelle ¢
a valeurs complexes. La transformée de Fourier f ~ f permettant alors d’obtenir une
représentation f(v) du signal dans la variable de fréquence v. La « dualité » portant sur
le couple « temps-fréquence » n’est pas la seule possible; nous verrons qu’en mécanique
quantique « le principe de correspondance de Schrodinger » est basé sur la transformée de
Fourier de sorte que « les variables conjuguées » (comme par exemple la position et I'impul-
sion) sont liées par la transformée de Fourier : ici nous utiliserons simplement le couple
(z,y) pour désigner les variables conjuguées. Les transformées de Fourier § [ f] (directe
i.e. en analyse) et §.[f] (inverse i.e. en synthese) d"une fonction complexe f ¢ L'(R) (i.e.
Lebesgue-intégrable sur R) sont définies en posant, pour tout p € R (resp. g € R) :

19) &[f](y)=\/%/f(x)e_”ydx et &[f](x):\/%ff(y)eixydy

Il est immédiat de vérifier que la transformée de Fourier §.[-] est C-linéaire et que pour
toute fonction f € L!(R), la fonction 3.[ f] est borélienne avec

[8[f o < [1f 112

Ainsi 3.[-] est une application linéaire bornée de L'(R) dans L*(R). Cependant -]
n’est pas un endomorphisme de L' (R). En effet, la transformée de Fourier de la fonction
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«porte » () = 1_1/2,1/2)(x) s'écrit
1 e [ 1 e 1 ingy)2
&[H](y) = _/ e dr = — [—— 6—] = sm(y/ ) = sinc (i)
V2rd-1/2 Vor | y/2 24 =12 Vor /2 V2o 2
ott nous avons introduit « la fonction sinus cardinal » >

sin(rz) 1= z?
sinc(x) = # =1] (1 - —2)

n=1 n

Il est facile de vérifier que le sinus cardinal est une fonction qui n’est pas Lebesgue in-
tégrable®. Le « lemme de Riemann-Lebesgue » donne une information importante sur les
images des fonctions Lebesgue intégrables par la transformée de Fourier ”.

Théoréme 6.1 (Riemann-Lebesgue). Si f(z) est une fonction de L'(R) alors sa transformée
de Fourier f(y) = & [f](y) est continue sur R et tend vers 0 quand p — +co.

Preuve. Voir par exemple [GW90, Théorémes 5.1.1 & 17.1.3] ou [ST90, § 2.3, p. 96].

La proposition suivante résume les propriétés basiques de la transformée de Fourier.
Proposition 6.2. Si f est une fonction dans L*(R), alors pour tout o € R~ {0} :
(i) : &La)]() =1/l & [f](yla)  (changement d'cchelle)
(i) : F[f(z-a)](y)=e " YE[f1(y) (effet de translation)
(i) : F[e*f(2)](y) = &[f1(y - a) (effet de modulation)

6.2. Les relations entre la transformée de Fourier et la dérivation des fonctions peuvent
étre exprimées a l'aide de « l'opérateur position » f — Qf t.q. Qf(z) = zf(x). Notons au
passage que @ ne peut définir un endomorphisme de L' (R) (ni de L?(R) : cette remarque
deviendra déterminante pour la mécanique ondulatoire de de Broglie-Schrodinger : c.f.
[Olil6a]). Par application du théoreme de dérivation sous le signe intégral nous pouvons
déduire la proposition suivante.

Proposition 6.3. Soit f € L'(R) et k> 1; (i) :si 2¥f(x) e L*(R) alors F [f](y) € €*(R) et
OFL) = F[(iQ) F](v)
(i) :si f € €F(R) et si OF f € L' (R) alors Q¥F [f] € L' (R) et
3 [0°f]= GQ)*F[f]

25. L'expression de la fonction sinus cardinal en produit eulérien a été introduite et utilisée par Euler
dans sa preuve heuristique géniale de la formule ¢(2) = 72/6 ; rappelons aussi que la fonction sinus cardinal
est reliée a la fonction gamma par la formule des compléments d’Euler avec (c.f. [ST89, p. 155-156]) :

M(x)'(z-1)=

™
sin(mx)

26. Il est aussi facile de vérifier que sinc(x) est de carré intégrable :. Il est alors possible de démontrer que
la famille (sinc(x —n) ; n € Z) est une base hilbertienne de L?(R) : ce résultat important est lié au « théoreme
de I'échantillonnage de Shannon » (c.f. [GW90, Legon n® 38]).

27. Bien que tres fondamental, nous ne développons pas ici la question du lemme de Riemann-Lebesgue.
Nous y reviendrons plus en détail a propos de I'intégrale de chemin de Feynamnn (c.f. [Oli17]) et de I'inter-
prétation du phénomene « des interférences destructrices ».
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Preuve. Voir par exemple [GW90, Théoreme 17.2.1, p. 130] ou [ST90, § 2.4, p. 97].
O

6.3. Les fonctions gaussiennes jouent un role important pour la transformée de Fourier
(nous les retrouverons en particulier dans le cas d’égalité de 'inégalité de Heisenberg-
Gabor : c.f. § 10). Le résultat suivant sur les « fonctions gaussiennes a écart type complexe »
est classique (dans le cas réel).

Proposition 6.4. Soit £ = a +tbavec a,be Ret a > 0; alors

(ici \/€ est le nombre complexe 1 t.q. ve(n) > 0 et n? = ).

Preuve. (i) : Pour calculer v := [ 7% dz, nous remarquons que
2 = ] ) gy

1 0 oo 2 1 ™ 270 e 2 g 92
- =€p I _o—¢p IR K _ _—ap* —ibp
2 Lr [0 2pe > dpdh = 5 [W -],y € i, [1- e ]

Or nous avons supposé a > 0 et par suite 72 = 7/¢.
(i) : Pour tout y € R nous notons

e(y) = f et Ty

alors (dérivation sous le signe intégral puis, intégration par parties) il vient :

ng _ 1 —£x2 . txy
d_y = —2—5 (—2{3;6 )(ze )d:c
1 | )
e ) N K S
L’hypothese a > 0 assurant que le terme intégré est nul, nous obtenons
d
(20) de  ye(y) _,
dy 2&

ce qui équivaut a la quadrature, d/dy(ein/égp(y)) = 0. Par suite ¢(y) = @(O)e_iyz/g et la
conclusion vient de (i) du fait que ¢(0) = \/7/¢.
0

Le cas particulier de la partie (i7) de la Proposition 6.4 énoncé dans le corollaire suivante
est particulierement important en pratique.
Corollaire 6.5. Soit G¢(x) = e 712 o1 € = a +ibavec a,beR et a > 0; alors

1 / _§z2/2 'L'ya: 1 _1 ﬁ
— | e edr=—e 2¢
V2m VE
(ici \/€ est le nombre complexe 1 t.q. ve(n) > 0 et n? = £). En particulier

F[Gi1]=Gi

F[Gel(y) =
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6.4. Dans ce paragraphe nous allons démontrer « le théoreme d'inversion de la transformée
de Fourier L' » (c.f. Théoréme 6.6) affirmant que si f et §.[f] sont toutes deux des fonc-
tions de L*(R) alors §. [ [f]] = f (dans L*(R)). Noter au passage (lemme de Riemann-
Lebesgue) que dans cette situation les deux fonctions f et § [ f] sont dans %, (RR) (espace
des fonctions continues sur R et nulle en +o0).

Théoréme 6.6 (Formule d’inversion). Si f et & [f] sont dans L*(R), alors & [F [f]](z) =
f(x) pour presque tout x € R. (De méme, si f et F.[f] sont dans L' (R), alors § [ [f]1] = f p-p-)

Preuve. Soit f € L'(R) t.q. §[f] € L'(R) et notons U(x) := 1/ 2me="/2 : le facteur 1/V2m
est introduit pour assurer que [ U(xz)dz = 1. La premiere étape de 1'argument consiste a
remarquer que U(0) = 1/v/2x, de sorte que pour tout z,y e R :

Jim S0 (/) & (1) = —==E /1)

\/_
Mais d‘autre part | (y/n)3[f(y)| < 1/V/Zr |3 [f1(3)] : o (nypothese) .[f] ¢ L' (R),
de sorte que par le « théoreme de la convergence dominée », nous avons pour tout z € R :

1) Jim 3 [UCmE]@) = =S IF)@

La deuxieme étape utilise le fait que les U, (x) := nU(nx) (n > 1) définissent une approxi-
mation de l'unité (dite gaussienne). Comme U est une fonction bornée et que F [ f] est
(par hypothése) dans L!(R), il est évident que U(:/n)J.[f] est aussi dans L!(R), pour
tout n > 1 entier : en utilisant « le théoréme de Fubini » nous pouvons écrire

s[vems]@) i) [ iy ) ay

=/ =/
= \/%f(\/%_w[eiy(zx)U(y/n)dy) f(2)dz

soit encore
1
(22) s[Uems )@ = = [§UCM)E-01G)e
Du fait que § [U] = U (c.f. Corollaire 6.5) et par définition de U,,, nous avons

&[U(-/n)](z—x)z FU(n(z-x)) = nU(n(z x)) Un(z-x)

et comme U,,(-t) = Uy (t), nous pouvons récrire (22) sous la forme

1 1
23 S 1U(G/n)E xz—fUn,a:—z z)dz = ——=U, * f(x
(23) [UemEN]@) = o= [ Uala= 21 ()dz = —=U0 = f(@)
Le Théoréme 3.8 nous assurant que U, * f — f dans L*(R), nous déduisons du corol-
laire du « théoreme de Riesz-Fisher » (c.f. Proposition 2.10) qu’il existe une suite strictement

croissante d’entiers ng, n1,. .. telle que pour presque tout z € R
(24) Jim Uy x f(2) = f ()

La conclusion vient grace a l'identité (23) en comparant (24) et (21).



42 (2016) BI.A.A.no 103 Eric OLIVIER

Nous pouvons reformuler la formule d’inversion de la transformée de Fourier tel qu’énon-
cée dans le Théoreme 6.6 en introduisant « I'espace de Wiener » <7 (R) c’est-a-dire le sous-
espace de L'(IR) constitué des fonctions dont la transformée de Fourier est encore dans
LY(R) (i.e. f € &/ (R) ssi f et f = Z[f] sont dans L' (R)). En effet, le Théoréme 6.6 assure
que </ (R) est stable par transformée de Fourier (directe et inverse) et que la restriction
%[] & #(R) est un endomorphisme bijectif continu de norme 1 avec . [-]™! = 3.[-]. No-
tons aussi que par le lemme de Riemann-Lebesgue, .« (R) s’identifie & un sous-espace *°
de %y(R) (espace des fonctions continues sur R et nulle en +c0)*’ : en d’autres termes,
cela signifie que chaque classe de fonctions de .7 (R) est identifiée & son unique représen-
tant continu. Du fait que deux fonctions continues qui sont égales presque partout sont
nécessairement égales partout, nous pouvons récrire le Théoreme 6.6 comme suit.

Théoreme 6.7 (Formule d’inversion bis). Si f et appartient a I'espace de Wiener <7 (R) alors
SIS [f11(z) = f(x) pour tout € R : ainsi la transformée de Fourier §.[-] réalise un isomor-
phisme de </ (R) dont I'inverse est la transformée de Fourier inverse §.[-].

Remarque 6.8. (1) : Remarquons que le Théoreme 3.6 combiné a la Proposition 6.9 entrainent
que si f et g sont dans I'espace de Wiener <7 (R) alors la convolée f * g est aussi dans </ (R) avec
de plus ||f * g1 < | f]1- |gl1. Ainsi (o7 (R), *) est une algebre de convolution (ce n’est pas une
algebre de Banach car (<7 (R), || - |1) n’est pas complet).

(2) : L'espace de Wiener o7 (R) est un sous-espace strict de 6,(R) ; il est difficile de cerner
les contours de </ (R) : notons par exemple (c.f. [GW90, Proposition 18.1.2, p. 137]) que si f
appartient a €*(R) n L'(R) et que les dérivées f' et f' sont toutes les deux dans L'(R) alors
T [f] est dans L*(R) et donc f € o7 (R).

(3) : La transformée de Fourier de la fonction porte II(x) = 1[_1/9,1/9)(x) n'est pas une
fonction de L'(R) (c.f. § 6.1) : cela pose la question de la formule d’inversion pour des fonctions
de L'(R) continues par morceau. Mentionnons une version possible de la formule d’inversion
qui est — en un sens — I'analogue du théoréeme de Dirichlet pour les séries de Fourier (c.f. Théo-
réme 4.3) : elle est connue sous le nom de « formule d'inversion en valeurs principales ». On trouve
un énoncé de ce résultat dans [GW90, Théoreme 18.3.1, p. 139] affirmant que si f est une fonc-
tion de L*(R) continfiment dérivable sur chaque intervalle | — o0 ;a1[, Jaz;as|,. .., Jan;+oo[
(avec —oo < a1 < ag < -+ < ay < +oo) et que la fonction dérivée f' (définie partout sauf possible-
ment en un nombre fini de points) est elle-méme dans L' (R), alors

lim % [ Ay = (£ + 60)

a—>+00 2
Proposition 6.9. Soient f,g e L' (R), de transformée de Fourier f = § [f] et § = § [g]; alors
(i):frge L' (R)et & [f +g] = fo; A
(i1) : side plus f et § sont aussi dans L*(R), alors fge L*(R) et §.[fg] = f * §.

28. C’est un sous-espace strict de o (R).
29. Notons aussi que </ (R) est aussi sous-espace de L? (R) pour tout 1 < p < +oo.



B.ILA.A. (2016) no 103 Mécanique quantique I : bases mathématiques 43

Preuve. (i) : D’'une part, le fait que f * g soit dans L'(R) est inclus dans I'inégalité de
Young (c.f. Théoreme 3.6) ; d’autre part, d’apres le théoréme de Fubini, nous avons

/ ([ [z - z)g(z)dz) oY gy
Tt
/ (/f(“)e_i(mz)ydU)g(z)dz: (/ f(u)e‘i“ydu) ([ g(z)e—izydz)

(ii) : Comme f et § sont dans L!(R) nous pouvons appliquer la partie (i) avec §[-] (au
lieu de F [-]), de sorte que f * § est une fonction de L'(R) t.q.

SLf+9](y)

(25) Slf*gl=8If]-8l9]l=rg
ot la derniére égalité découle du théoreme de I'inversion (c.f. Théoréme 6.6). Mais le fait
que f = S[flet f=&[/] (resp. g = 3.[g] et g = T [g]) soient toutes deux des fonctions de
LY(R) assure qu’elles sont aussi des fonctions continues nulles a l'infini (c.f. Lemme de
Riemann-Lebesgue). Comme f et g sont des fonctions dans L!(R), le fait qu’elles soient
aussi continues sur R et nulles en oo entraine que f g € L*(R) (en effet il existe a > 0 t.q.
f g soitbornée sur [-a;a] et|f g| < |f(x)| pour |z| > ). Nous savons donc que d’une part
que f * j € L'(R) et comme d’autre part & [f * j] = f g est aussi une fonction de L' (R),
en partant de l'identité (25) et en appliquant § [-], nous déduisons (nouvelle application
du théoreme de l'inversion) que f+a=8[f9]

O

7. Transformée de Fourier 2

7.1.  Nous nous intéressons maintenant a la transformée de Fourier des « signaux d’éner-
gie finie », c’est-a-dire a la transformée de Fourier (L?) comme endomorphisme de 1’espace
de Hilbert (complexe) L*(R) des fonctions de carré sommable. Une premiére approche
est basée sur l'utilisation de « I'espace de Schwartz » (sur R) traditionnellement noté 30
Z(R), c’est-a-dire 'espace constitué des fonctions ¢ : R - R qui sont C* sur R pour
lesquelles chaque dérivée 0” f (pour p > 0) est négligeable en oo devant toute fonction
polynomiale ; cette derniére condition est équivalente a dire que pour tout entier p, g > 0,
il existe une constante K (p, q) t.q.

K(p,q)
(26) |07 f(x)| < A+ a2l

Nous introduisons maintenant « I'opérateur position » noté ) (important dans la suite) et
t.q. pour toute fonction z — f(x) définie sur R et a valeurs dans C,

(27) Qf(x) = zf(x)

Alors, pour tout entier n > 0, nous notons

Na(f) = 30 1Q° flle

i+j=n

30. Laurent Schwartz utilisait cette notation, appelant ces fonctions tests des fonctions sphériques.



44 (2016) BI.A.A.no 103 Eric OLIVIER

La famille {\V,, ; n > 0} de semi-normes séparantes (Ny(f) coincide a la norme infinie de
f) :il est alors facile de vérifier qu’en posant :

Nn(f _g)
L+ No(f-9)

nous définissons une métrique d(-,-) sur .’(R) (pour I'inégalité triangulaire il suffit de
constater que la fonction f(z) = /(1 + x) vérifie f(a+b) < f(a) + f(D)).

28) A=Y 5

Proposition 7.1. L'espace . (R) est complet > pour la métrique d(-,-) définie en (28).

Preuve. Il s’agit de montrer que si 1, 2,... est une suite de Cauchy de .(R), alors
elle converge dans .(R) vers une fonction ¢. Par définition de la métrique d(,-) nous
savons que (pour tout p > 0) les fonctions 9”1, 0P ¢», ... forment une suite de Cauchy de
’espace de Banach (%' (R), | - |« ) — espace des fonctions continues pour la norme sup — et
que donc il existe une fonction ¢, continue sur R t.q. 0”@, - dple = 0 quand n — +oc0. En
particulier, I'ensemble de ces convergences entrainent que pour tout £ > 1 la fonction ¢,
est continiment dérivable sur R, avec 0¢, = ¢,+1 : sinous notons ¢ := ¢y, alors il vient par
induction que ¢ est C* sur R avec 0”¢ = ¢,,. Pour conclure, considérons p, ¢ > 0 (entiers)
et € > 0 (réel) arbitrairement donnés : comme x99, (x) - 290Pp(z) uniformément sur
R, il existe un rang N tel que [290P¢(z)| < € + |290P ¢, (z)|, pour tout = € R et toutn > N ;
finalement ¢,, étant dans .#(R), nous savons que 2?07, (z) - 0 quand z — +oo, ce qui
assure que |290Pp(z)| < e quand x — +oo.

O

Proposition 7.2. .7 (R) est stable par transformée de Fourier (L').

Preuve. En utilisant 1'opérateur position f —» Qf t.q. Qf(x) = zf(x) (cf. § 6.2) nous
savons que si ¢ € .7(R), alors Q*¢ € LY(R), pour tout k > 0 : la partie (i) de la Propo-
sition 6.3 assure alors que ¢ = § [¢] € €F(R). Il nous reste & montrer que Q*H(x) — 0
quand x — +oo : mais comme 9*¢ € .#(R) c L'(R), la partie (i) de la Proposition 6.3
assure que |Q*3(z)| = |§.[0F¢](x)| : la conclusion vient du lemme de Riemann-Lebesgue.

O

Il découle du théoreme d’inversion (c.f. Théoreme 6.6) que les restrictions bilatérales
&[]: L (R) - ~(R) sont inverses l'une de 'autre, en ce sens que pour tout f dans . (R),

(29) S S =8 [&0f1=f

D’autre part, si g est une autre fonction de .”’(R), alors (en utilisant le théoreme de Fubini)

[E w9y - [ (%27 / f(x)e‘”ydx)@dy -/ f(ac)(%gr / @e—”ydy)dx

soit encore

(30) [ 3wy = [ F@)F 91w

31. On peut montrer que c’est « un espace de Fréchet »
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7.2. Lintégrale de |f(x)|* est appelée « I'énergie du signal » f : les signaux d’énergie finie
forment donc l'espace L?*(IR) des fonctions de carré intégrable. D’apres le « théoréme de
Riesz-Fisher » c’est un « espace de Hilbert » pour le produit scalaire (-|-) t.q.

(flg) = [ F(@)g(@)da

Nous notons | f|| := (f|f )1/ ? J]a norme hilbertienne sur L2(R). Une fonction de carré inté-
grable sur R n’étant pas nécessairement intégrable, la transformée de Fourier ne peut se
définir directement sur L*(R). Nous allons utiliser le fait que 1’espace de Schwarz . (R)
est un sous-espace dense de L*(R) t.q. & [ (R)] c .#(R). Soient f,g € .(R); alors
d’apres (30), nous pouvons écrire que :

(31) (&1f1]9) = (|3 [9])

En combinant (29) et (31) il vient aussi

(32) (&L [9]) = (f[3:[8:[9]]) = (flg)

En particulier |F[f](z)] = [ f], pour tout f € .Z(R) : 'espace de Schwarz étant dense
dans L%*(R), I'endomorphisme &[] : .#(R) — .#(R) se prolonge de maniére unique
(c.f. « théoreme de prolongement des opérateurs ») en un endomorphisme unitaire (isométrie
inversible **) de L?(R), que nous continuons a noter & [-]. Ce résultat peut s’énoncer (et
se démontrer) sous plusieurs formes : il est généralement connu comme de « théoreme de
Plancherel » (ou encore comme le « théoreme de Parseval-Plancherel » *°) pour la transformée
de Fourier sur L?(R) : on pourra consulter a ce sujet [Wie04, Ch. I, p. 46-71]. Dans la suite
nous nous référerons a I’énoncé suivant :

Théoréme 7.3. La transformée de Fourier directe §.[-] qui prolonge par continuité a L*(R) la
transformée de Fourier directe sur .7 (R), est un endomorphisme unitaire de L*(R) dont I'inverse
est le prolongement par continuité §.[-] de la transformée de Fourier inverse sur ./ (R).

7.3. Nous allons voir la définition directe de la transformée de Fourier L? telle qu’in-
troduite par Wiener en 1933 (c.f. [Wie04]) : outre 1’élégance de cette présentation, elle a
d’autant plus d’intérét (relativement aux questions de la mécanique quantique), qu’elle
est directement liée a la résolution de 1'équation de Schrodinger de 1'oscillateur harmo-
nique (c.f. [Olil6b]). En dérivant successivement la fonction e‘“”Q, nous obtenons

dn

dw"e

= (1) "Cu(x)e™

ou pour tout entier n >0

Cp(z) = (—1)7“‘6962(1—67”’32
dx™

32. Tl découle directement de (31) que !'adjoint §[-] coincide avec &[] : or (29) entraine que & [-]™* = &[],
ce qui signifie que § [-] est un endomorphisme unitaire de L*(R).

33. En fait le résultat de Plancherel (1910) est I’analogue pour la transformée de Fourier dans L*(R) du
résultat de Parseval (1799) pour les séries de Fourier dont les coefficients sont de carré sommable.
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le n-eme polyndme d’Hermite (physique **). Par des intégrations par parties successives,
il est facile de vérifier que (Cp,C1,...) est une famille orthogonale de L?(u(dx)) ol
w(dz) = e dz, avec plus précisément :

f Cn(w)Cm(x)e_$2da: = 2"/ "
Par suite, en définissant les fonctions d’Hermite *°

1 2
N G e —e N o
V2T
nous obtenons une famille (¢p,%1,...) qui est orthonormée dans L?(R) = L*(dz). Le
point important ici est que (¢, 1, . ..) constinue en fait une base hilbertienne de L*(R)
(c.f. [Wie04, § 8, p. 64]). La définition de la transformée de Fourier L? donnée par Wiener
se justifie alors par la proposition suivante :

Proposition 7.4. § [¢,,] = (2)" ¢y, pour tout entier n > 0.

Preuve. Nous utilisons le fait que la fonction génératrice des polyndmes d"Hermite est 36
- " 2tx—t2
G(z,t) =) Cp(z)—=e¢
n=0 n!

Ainsi, pour calculer la transformée de Fourier des fonctions ¢, (x) := cne‘x2/ 2C’n(:v), il est
assez naturel de considérer la fonction

[ere] n

6712/2G($7 H=3 (e’x2/2Cn(x))t— o722t | 12ttt | —1/2(2-20)? 1
n!
n=0

de sorte qu’alors * (en calculant de la transformée de Fourier relativement a la variable
et ¢t considéré comme parametre) il vient :

&[e‘xz/QG(x,t)](y) _ &[6—1/2(:1:—215)26752](24) _ eZiyte—y2/2€t2 _ e—y2/2—%yt+t2

34. Mis a part la notation, c’est cette définition qu'utilise Wiener : la lettre « H » pouvant désigner un
espace de Hilbert ou encore le hamiltonien d"un systéme mécanique, nous avons utilisé la lettre « C'» (au
lieu de la notation traditionnelle avec la lettre « H ») en référence au prénom de l'illustre mathématicien.
« Les polynomes d’Hermite probabilistes » notés Cy, (x) sont définis pour tout entier n > 0 par l'identité

n (152 dn *(132
Ca() 1= (-1)"e" P (e 1)
ce qui donne Cy, (x) = /2" C,(x/\/2). Si nous 1 est la fonction t.q. 1(x) = 1, pour tout x € R, alors
ﬂ(eﬂ?/?))

Cn+1($) _ (_1)n+16w2/2i (
dzn

dx
(71)%16%2/2%((71)%_362/2071(35)) = (gg— %) Cn(z)

de sorte que par récurrence il vient pour toutn > 0 :

Cn(z) = (x— %)n 1

35. Wiener les appelle les fonctions d'Hermite : elles sont aussi appelées les fonctions de Gauss-Hermite.

2 .
” en z (pour l'accroissement —t), nous avons

) i(—l)”e_zzc”(m) (0" _ (i::ocn(m)ﬁ) o

n! n!

36. Par développement de Taylor de e”

37. Nous utilisons le fait que § [e“"‘2/2] (y) = eV,
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soit encore :
&[e-w2/2G(x, t)](y) = e V227 _ Gy it)

Mais nous pouvons identifier ce résultat a I’expression de la transformée de Fourier de
G (z,t) obtenue a partir de la série, ce qui nous donne (et en justifiant les opérations)

5 ()= £ (arerrem)e- $ ([ romn)

n=0 n=0
[l

7.4. Pour terminer cette section, nous allons définir un produit sur les fonctions tres
analogue a la convolution. Si f et g sont deux fonctions de la variable réelle & valeurs
complexes, telles que la fonction y — f(z + y)g(y) soit intégrable pour presque partout
r € R (par exemple si f et g sont dans L*(R)), alors « la corrélation croisée » f & g est la
fonction définie pour tout z € R et telle que

f®g(x) :=ff(ﬂ@@dy:ff(y)g(y—w)dy

Si € L2(R), alors |¢(y)[? = est une fonction de L* (R) qui s’appelle « la densité spectrale

~

d’énergie » ; comme §, [¢](z) = p(x) et que § [gp] (z) = p(—z) nous pouvons écrire :

@) F 9P () =8 [£7](0) = 5121+ [ (0) = [ w@)ely=2)dy = ¢ ® p(a)

La fonction C(z) = ¢ & p(x) est généralement appelée la « fonction d’autocorrélation »
du signal : C(x) étant dans I'image de L'(R) par 3.[-], c’est une fonction continue qui
s’annule en +oco ; remarquons aussi que

1 f ~ 2 _ixy ‘ 1 f ~ 2
)| = — eVdy| < —— dy = (0
Cll=—=| [ 1ewrean] s = [ ey =Co)
La « fonction d’autocohérence » du signal ¢ est par définition G(z)/(C(0). Lorsque le signal
est normalisé —i.e. appartient a la sphere unité de L?(R) — alors (théoréme de Plancherel)
C(0) =1 et donc les fonctions d’autocorrélation et d’autocohérence sont égales.

Remarque 7.5. L'identité en (33) est une version du « théoreme de Wiener-Khintchine ». Nous
avons vu que l'autocorellation p®p(y) est une fonction continue qui est maximale a I"origine. Par
un arqument analogue a 'arqument classique donnant le cas d’égalité de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, nous pouvons montrer que x = 0 est le seul point ot le maximum de C(x) est atteint.
Pour voir cela, considérons que ¢ est un réel arbitrairement donné. Alors

0 f (go(T) +5g0(7'+a:))2d7'>0
f O (7)dT + 2¢ f o(T)e(r + x)dr + €* f O (1 +x)dr
[ @Q(T)dT +2¢ f o(T)e(r +z)dr + g2 [ @2(T)d7

Nous obtenons alors as? +bs +a > 0, oit nous avons posé a = || ¢|* et b = 20 ® (1) : en particulier,
nous avons b* — dac < 0, i.e. b/2 < a, ce qui donne le résultat annoncé.

IA
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8. Mesures de Radon, probabilités et variables aléatoires

8.1. Le « théoreme de représentation de Riesz-Markov », permet une simplification de la no-
tion de mesure. Notons .# (R) I’ensemble des « mesures de Radon sur R », c’est-a-dire le
demi-cone des formes linéaires positives sur le R-espace vectoriel ¢.(R) des fonctions
réelles continues sur R et de support compact : en d’autres termes, 1 € .Z (R) ssi c’est une
forme linéaire sur %.(R) telle que

Vfiete(R), f20 = pu(f)20

Le théoreme de représentation de Riesz-Markov affirme que ;. est une mesure de Radon
sur R ssi il existe une mesure borélienne — notée abusivement ;. — qui est « positive »,
« sigma-finie », « réguliere »*® et t.q.

VFeG®), w(h)= [ f@)u(d)
(I'intégrale de gauche correspondant a la notation utilisée en théorie de la mesure).

8.2. Dans la suite nous identifions la mesure de Radon p avec la mesure borélienne
u(dz) associée ; ainsi p1 sera dite discrete sil existe une suite injective de points z1, 22, . ..

dans R, t.q. pour tout intervalle compact / la mesure x(I) coincide avec ¥, .; u{xr} :

dans la suite .Z;(R) désignera I'ensemble des mesures de Radon discretes. Lorsque p{z} =
0, pour tout x € R, la mesure y est dite « continue (ou sans atomes) » : nous notons .7 (IR)

I’ensemble des mesures de Radon continues. La mesure de Lebesgue \ = A\(dx) — caracté-
risée par le fait que A([a;b]) = b—a pour tout —co < a < b < +00 — est une mesure de Radon
continue; p € #(R) sera dite « absolument continue » si pour tout borélien A, le fait que
A(A) = 0 entraine que ;1(A) = 0. Le « théoréme de Radon-Nikodym » affirme alors que . est
absolument continue — et nous notons y € .#Z.(R) — ssi il existe une fonction f,(z) dans
LY(R) - la densité de y — telle que pour tout —co < a < b < +00

pllazt)) = [ fua)da

Enfin, pu € ./ (R) sera dite « purement singuliere » — et nous notons p € .#,s(R) — si elle est
portée par un borélien qui est de mesure de Lebesgue nulle. Le théoréme suivant est une
conséquence du « théoréme de décomposition de Lebesgue ».

Théoreme 8.1. Pour toute mesure pu € .4 (R) il existe un unique triplet de mesures de Radon
(Kds Hac, fips) € AMa(R) x Mo (R) x Mps(R) tel que p1 = pia + fac + pips.

« La mesure de Hausdorff de I'ensemble triadique de Cantor » est un exemple de mesure pu-
rement singuliére ; d’autres exemples classiques importants ont été introduits par Riesz

(« les produits de Riesz ») afin de donner des exemples de probabilités continues, portées

par l'intervalle unité et qui sont purement singuliéres *’.

38. Une mesure borélienne . sur R est positive si pu(I) > 0, pour tout intervalle I, elle est sigma-finie
lorsque (1) est fini quand l'intervalle I est compact; enfin u est réguliére si pour tout borélien A, la valeur
de p(A) coincide a la fois avec I'infimum des p(U), pour U ouvert contenant A, mais aussi au supremum
des p(K), pour K compact contenu dans A.

39. La pure singularité des mesures construites par Riesz est une conséquence du lemme de Riemann-
Lebesgue affirmant que la transformée de Fourier d"une fonction Lebesgue intégrable est nulle en + oo (Erdos
a utilisé cette propriété pour montrer que la « la convolution de Bernoulli » associée au nombre d’or est une
mesure purement singuliére).
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8.3. 1l existe aussi la notion de « fonction absolument continue »*’. Pour voir cela, notons
qu’il découle du « le théoreme de dérivation de Lebesgue » que pour toute fonction réelle
f € LY(R) et tout a € R, en posant

F(z) = F(a) + f " Fw)du

nous définissons une fonction réelle F' € ¢’ (R) dérivable presque partout avec F'(z) =
f(x) pour presque tout z € R : la fonction F' est appelée « une primitive (au sens de
Lebesgue) » de la fonction f. La réciproque n’est pas vraie en général, en ce sens qu’il
existe des fonctions réelles F' continues sur R dérivables presque partout, de dérivée
F’ localement intégrable, mais ne coincidant pas avec la primitive de leur dérivée (i.e.
F(a)+ [" F'(u)du differe de F(z) sur un ensemble de mesure de Lebesgue strictement
positif). L'exemple classique s’obtient a partir de « la mesure de Hausdorff de I'ensemble tria-
dique de Cantor » : si nous notons p(dx) cette mesure et que pour tout x € R, nous posons
F(x) = [ 1[9.2](u)p(du), alors F (i.e. « l'escalier du diable ») est une fonction de %' (R) qui
est dérivable presque partout avec F'(z) = 0 pour presque tout z € R. Ce préambule
justifie la définition suivante.

Définition 8.2. (i) : Une fonction réelle f € € (R) dont la dérivée f'(x) existe presque partout
est dite « absolument continue » lorsque sa dérivée f' est identifiable & une fonction de Li (R) et

si de plus f est une primitive de sa dérivée en ce sens pour tout —oo < a < b < +oo

[ du= 50 - f(a)

(i) : La fonction complexe f € € (R) sera dite « absolument continue » ssi sa partie réelle et sa
partie imaginaire sont absolument continues.

Notons ©(z) := 1[,+00](7) la fonction de Heaviside. Alors zO(x) est une fonction ab-
solument continue dont la dérivée s’identifie a la fonction de Heaviside O(x) — ou plus
rigoureusement a la classe de ©(z) dans L (R). Noter que la fonction ©(x) est déri-
vable presque partout et que sa dérivée s’identifie a la fonction nulle. Ainsi la fonction
de Heaviside (qui est continue par morceaux) n’est clairement pas une primitive de sa
dérivée.

8.4. Nous notons Z(R) I'ensemble convexe des « probabilités » sur R, c’est-a-dire des
mesures y € 4 (R) t.q. u(R) = 1. Pour n = 0,1, ... «le moment d’ordre n » d"une probabilité
we Z(R) est défini des que la fonction z — 2" est u-intégrable comme la quantité

ma(u) = [ " u(da)

Le moment d’ordre 0 de ;1 vaut toujours mg(p) = 1 et lorsqu’il existe, le moment m (1)
représentant « la moyenne de ;1 ». Les moments d’ordre pair sont toujours définis dans
[0;+00] : notons alors que si la moyenne m (1) existe, alors la variance

Var(u) i= [ (2 = ma(0)) u(de) = [ (5% - 20ma (@) + ma (1)) (da) = ma () - ma ()

40. Sans entrer dans les détails, mentionnons qu’une fonction (réelle) de L{,.(R) est absolument continue
ssi sa dérivée au sens des distributions est identifiable a une mesure de Radon absolument continue (voir
aussi la Proposition 8.5).
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est une quantité toujours définie *' dans [0; +00]; par définition « I'écart type » de ju est

o(p) =/ Var(p)

8.5. Nous définissons maintenant « la fonction génératrice des moments » de 1 € Z(R)
comme la fonction ¥, (z) dépendant de la variable complexe z et telle que

() = [ e (da)

Alors, ¥,,(2) est définie sur un sous-ensemble du plan complexe contenant ¢R. En écri-
vant le développement de Taylor de e** en z = 0, il vient (formellement)

%(Z):/(;(%)”) (dx) = i(f:c /L(dm)) - Z mn(.u)

Par suite, si le rayon de convergence p de la série entiere Y.;> o m,(p)2"/n! est positif,
alors la fonction ¥, (z) est holomorphe en tout point z t.q. |z| < p avec

o M (1)
Uu(z)=> n—'z”
n=0 n.
L'existence ** des moments m (), ma(p), . .. (dans R) est ainsi une condition nécessaire
(mais non suffisante) assurant que ¥, (z) soit holomorphe au voisinage de z = 0.

8.6. Nous avons vu que la fonction génératrice des moments ¥, (z) associée a une pro-
babilité x est définie sur un sous-ensemble du plan complexe contenant R : « la fonction
caractéristique » ®,,(t) est alors définie pour tout ¢ € R de sorte que

Du(t) = Wu(it) = [ e pu(da)

Pour u € Z(R) et pour tout ¢ € R, la fonction x +> e*%% est p-intégrable : « la transformée de

Fourier de ;. » (en analyse ou en synthése) est notée 3.[x] et définie en posant

(34) Se[p](t) =

+itx (dx

=/
Nous utilisons ici les mémes notations que pour la transformée de Fourier des fonctions
de L'(R) (c.f. § 6 supra) du fait de la compatibilité qui existe entre le deux notions :
en effet, si la probabilité ;i est absolument continue, c’est-a-dire s'il existe f € L!(R) t.q.
wu(dz) = f(x)dz, alors §.[p] = &[ f]- Notons alors que la fonction caractéristique de i peut
étre exprimée en termes de transformée de Fourier, c’est-a-dire en écrivant

(1) = V2§ [u](~t) = V21 F [u](t)

Proposition 8.3. La fonction caractéristique ®,, de jn € &7(R) vérifie :
(i) :|®,(t)] < 1 pour tout t e Ret™ @,(0) = 1;
(i) : ®, est une fonction uniformément continue sur R ;

41. L'inégalité mo(u) > mq(u)? est aussi un cas particulier de 'inégalité de Jensen, affirmant que si y €
Z(R) possede un moment d’ordre 1 et si f(z) est une fonction convexe p-intégrable, alors f ([ zp(dz)) <
J F(@)u(da).

42. Si pu(dz) = Ldx/(1+2”) est « la probabilité de Cauchy » alors m4 (1) n’est pas définie : par suite ¥,,(z)
n’est pas holomorphe au voisinage de z = 0; cependant sa fonction caractéristique ®,, est bien définie sur
I'ensemble de la droite réelle avec @, (t) = eI,

43. La fonction caractéristique de la mesure de Dirac do concentrée en 0 est s, (¢) = 1.
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(i13) : si le moment my,(u) existent pour n > 1, alors les moments my(u) existent pour
k=0,...,n;deplus, ®,(t) posséde un developpement de Taylor-Young d’ordre n en t = 0 soit :

@) B0 =1+ 3 S (1) 4 o)
k=1
En particulier, ®,(t) est n fois dérivable en t = 0 et pour tout k = 0,---,n

Preuve. (i)-(i7) : La partie (i) est immédiate. Pour (i), remarquons qu’avec ¢,h € R

\@H(t+h)—<l>u(t)]:‘/em(eihm—l)u(dx) < [[e ~1|u(de) = n(h)

Le « théoreme de la convergence dominée » assure que n(h) - 0 quand h — 0.
(iii) : Remarquons d’abord que si k est un entier positif alors, le fait que z* soit -
intégrable entraine que z* est aussi p-intégrable (si |z| > 1 alors |z[*! < |2[*). L'existence

du moment m,, (1) entraine donc l'existence des moments my(x) pour 0 < k < n. Main-
tenant, fixons ¢t € R ; par la « formule de Taylor-Lagrange » (d’ordre n) appliquée séparément
a la partie réelle de la fonction z ~ e
'existence de deux réels a = a(x) et 8 = f(x) dans [0; 1] tels que

; =l (itx)k ttx)"
et = (Z (it) )+ (it) (cos(ata:)+isin(6ta:))

i K n!

“ ainsi qu’a sa partie imaginaire, nous obtenons

soit encore

n k . n
(36) (Z m) )+(m) (cos(ate) + isin(Btr) - 1)

n!

En intégrant (36) par rapport a p(dx), nous obtenons que

@) 3,0 = 3 W 1)+ 7201
k=0
ol nous avons posé

e(t) = f (z;j)n ( cos(atx) + isin(ftx) — 1),u(dx)

Or d"une part pour tout =

%iﬁng (z:;)n ( cos(atz) + isin(fStz) — 1) =0

et d’autre part pour tout ¢ € R (et pour n > 3),

(zx)"
n

(cos(ata:) +isin(ftx) - 1)

< |z"|

Par suite, le fait que x — z" soit par hypothese intégrable (existence du moment m,, (1)),
permet de déduire — par une nouvelle application du « théoreme de la convergence domi-
née » —que e(t) - 0 quand ¢t - 0 : I'identité (37) démontre ainsi la validité de (ii7).

U
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8.7. Dans la suite nous noterons

Za(R) = A3 (R) n Z(R) A(R) = #(R) 0 Z(R)

rQém(:(]R) = «%C(R) n '@(R) %S(R) = %S(R) n '@(R)
Il est immédiat que ces ensembles sont tous des sous-ensembles convexes de .Z (R); le
résultat suivant découle directement du Théoréme 8.1.

Théoreme 8.4. Pour toute mesure € Z(R) il existe trois réels o, 3,y > 0avec a + S+ =1
ainsi qu’un triplet de probabilités (fiq, ftac, fips) € ZA(R) x Ae(R) x Ays(R) de sorte que

H=aopg + /B,U'ac + Yips

et 0t Bliac + Y fips €st la partie continue de yu; de plus cette décomposition est unique.

8.8. Une fonction F': R — [0;1] croissante, continue a droite et t.q. (F/(-o0), F/(+00)) =
(0,1) est appelée « une fonction de répartition ». Toute probabilité 1 sur R est associée a la
fonction de répartition F, : R - [0;1] t.q. Fi,(x) = pu(]—o0;x]) : 'application p1 = F), ainsi
définie réalise une bijection de &?(R) sur 'ensemble convexe des fonctions de répartition.
Supposons maintenant que p € Z.(R) et notons f,, € L'(R) la densité de x; alors par
définition de la fonction de répartition de y, nous savons que pour tout —co < a <b < +o00

b
Fu(0) = Fu(@) = p(lasb) = [ fu@)da
Par la définition d’une fonction absolument continue (c.f. Définition 8.2) il vient :
Proposition 8.5. 1 € &7(R) est absolument continue ssi F), est absolument continue.

8.9. Nous avons déja noté que la fonction caractéristique d’une probabilité ;1 absolu-
ment continue s’exprime grace a la transformée de Fourrier de sa densité f,,, en ce sens
que ®,, = 27 & [ f.], ot 3.[-] est la transformée de Fourier L'. Par suite, si nous suppo-
sons que @, est aussi dans L' (R), alors nous pouvons appliquer la formule d’inversion,
ce qui donne pour presque tout z € R :

(38) u@) = =3[0, = 5= [ 0,0

Proposition 8.6. Si la fonction caractéristique ®,, associée a € Z(R) est Lebesgue intégrable
alors v est absolument continue et de densité (bornée) f,(z) = 1/v/27%[®,](x).

8.10. Le cas purement discret est — d’une certaine maniere — analogue au cas absolu-
ment continue. Pour voir cela considérons p € Z(R) et commengons par supposer que
le support p est inclus dans I’ensemble Z des nombres entiers relatifs. Si pour tout n € Z
nous posons p,, := u{n} alors la fonction caractéristique de p est ®,(t) = ¥, p,e*™. Il est
remarquable que ®,, : R — C soit une fonction 27-périodique dont les coefficients de Fou-
rierp = (...,p-1,p0,P1, - .. ) forment un vecteur probabilité sur Z en ce sens que Y., pp, = 1:
puisque p? < p,, il est alors immédiat que ¥, p2 < +oo, ce qui signifie que p € ¢*(Z). En
particulier, nous pouvons dire que ®,, € L?[0;27] (espace de Hilbert des fonctions boré-
liennes 27-périodiques et de carré Lebesgue-intégrable sur [0;27]). Par la définition des
coefficients de Fourier, nous obtenons ainsi que

(39) Pu= 5 f B, (t)e "t dt
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Dans le cas général, la probabilité discrete 1 n’a aucunes raisons d’avoir son support
inclus dans un réseau comme Z : si nous supposons que le support de pest {x,,} > ;,
en notant p,, := u{x,}, la fonction caractéristique ®,, est en général « quasi-périodique » et

la formule des coefficients de Fourier (39) est remplacée par

. 1 R —4Ty
(40) P = lim 5 [ L Q)

Le résultat peut s’énoncer de maniere générale (i.e. pour p continue, discréte ot mixte)
de la facon suivante :

alors,

Théoreme 8.7. Soit ®, la fonction caractéristique associée a une probabilité e (R) : alors

1 (R .
(Vz eR) p{x} = hm 5w ). N(t)e"mdt

Preuve. En utilisant le « théoreme de Fubini », nous obtenons que
ifj@u(t)eimdt = %{fR(f eity,u(dy))efixtdt
(L
- ]

GiR(y-) _ezR(y »)
f( 2Ry D) )u(dy)=f5(R(y—w))ﬂ(dy)

ol nous avons posé S(u) = sin(u)/u. Or dans la limite ott R — +0c0, nous avons d’une part
S(R(y - x)) — 14,3 (y) ; d’autre part, la fonction y ~ S(R(y - z)) est dominée par 1g(y)
(= 1) qui est une fonction p-intégrable (car i est une probabilité) : la conclusion vient avec
le « théoreme de la convergence dominée ».

O

Le Théoreme 8.7, démontre que la fonction caractéristique d'une probabilité p € % (R)
est caractéristique de 1 ; le théoréme suivante généralise cela a tous les types probabilités.

Théoreme 8.8 (P. Levy). Soit ;1 une probabilité dans &7 (R) : alors, pour tout —co < a < b < +oo

oiat _ b
(41) lim — fR ¢ ()t = p(Jasb]) + %(u{a} - u{b})

R—+o00 2 J-R 1t

Preuve. Nous commencons en remarquant que

‘f 1,tacdm

Par suite en utilisant le « théoreme de Fubini », nous pouvons écrire que

1 (R e-ita _ ,ith 1 (R e-ita _ ,-ith )
— — &, (t)dt = —f —(/ e (d )dt
21 [R it u(t) 21w J-R 1t ¢ puldr)

1 R eit(x—a) _ 6it(:z:—b)

— dt d
/ (27r [R it )M( z)

/ (i [;% sin (t(x - a)) —sin (t(z - b)) dt) (de)

2 t

e—zta —ztb

<|b-al




54 (2016) B.I.A.A. no 103 Eric OLIVIER

(la fonction ¢ ~— (cost(z—a)-cost(z—b) ) /t est impaire et donc son intégrale est nulle sur

lintervalle [-R; R]). Si nous notons Ur(z) = 5= f—iz sin(tz)

. dt, alors

[RM(I)M(t)dtZf(UR(fE—a)_UR(«T_b))M(dm)

R 1t
Maintenant, nous pouvons écrire en posant y = tx

Un(z) = — fRMdt _1 /R sin(tr) ,_ 1 f““ siny) , _ s8(a) f“R sin(y) ;.
2w J-R t m Jo t m Jo Y ™ 0 Y

ou sg(x) est le signe de z (avec sg(0) = 0). Or, avec la valeur de « I'intégrale de Dirichlet »

lim UR(I) _ Sg(x) /oo Sln(y)dy _ sg(x)

R—+00 T 0 Y 2

Par suite, il existe M > 0 t.q. [|[Ur|« < M, pour tout R > 0 et donc, par une application
licite du théoreme de la convergence dominée, il vient finalement que

i [ (Un(e = a) - Unte =) ) = plasb) + 5 () + (03

R—+00
O
{5 (8- ) -se(e-1)
2
1 o ?
2 ; "

FIGURE 2. Par définition U(x) = sg(x)/2, ot sg(z) est le signe de x, avec
sg(0) = 0. Nous illustrons ici la fonction U(x — a) — U(x - b) afin
d’éclairer la présence du terme (p{a} + p{b})/2 dans (41).

8.11. Ily a plusieurs manieres de munir &(R) d’une topologie, une d’entre-elle étant
de considérer les probabilités comme des distributions (voir aussi la Remarque 8.11).
Cependant, dans un grand nombre d’applications, il suffit d’avoir une notion adéquate
pour la convergence des suites de probabilités : la définition suivante remplit ce role.

Définition 8.9. Une suite pu1, j12, ... dans P (R) « convergent faiblement vers y » dans & (R)
ssi pour toute fonction f dans l'espace €, (R) des fonction s réelles continues et bornées sur R

tim [ f@)n(dn) = [ f()u(de)

n—>+00
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Si la suite de probabilités pi1, o, ... tend faiblement vers p alors les fonctions caracté-
ristiques ®,,,®,,,... tendent simplement vers ®,. Le théoréme suivant (« théoreme de
continuité de Paul Lévy ») précise les conditions de la réciproque de cette propriété.

Théoreme 8.10 (P. Lévy). Soit i1, 12, . .. une suite de probabilités sur R ; si les fonctions carac-
téristiques ®,,,, ®,,,, ... convergent ponctuellement vers ¢ : R - C continue en 0, alors les jiy,
tendent faiblement vers une probabilité yu telle que ®,,(x) = ¢(x), pour tout = € R.

Preuve. Voir par exemple [Bas71, § V-1-4, p. 332], [Ber92, p. 51] ou [KF94, Chap. VI].
O

Remarque 8.11. Nous avons défini directement la notion de convergence faible pour les suites
de Z(R), sans référence a une quelconque topologie sur &?(R). Pour définir une telle topologie,
rappelons que si (E, | -||) est un espace de Banach, alors son dual topologique E' peut-étre muni de
« la topologie =-faible » (c.f. [Bre87]) : une suite o1, @2, . .. de formes linéaires dans E' convergent
alors *-faiblement vers o ssi pour tout = € E, la suite des ¢,,(z) tends vers p(x), quand n — +oo.
Si nous considérons comme espace de Banach, I'espace €,(R) des fonctions réelles continues et
bornées sur R, muni de la norme infinie | - ||o, alors Z(R) est une partie convexe du dual
topologique de ¢;,(R) : il est alors immédiat que la convergence faible d’une suite de probabilités
1, [2, - . . vers une probabilité p coincide avec la convergence *-faible dans le dual topologique de
¢»(R) — notons au passage que & (R) est une partie convexe et *-faiblement fermée de €, (R).

8.12. Un aspect central de la théorie des probabilités (telle que formalisée en particulier
par Kolmogorov **) porte sur la notion de « variable aléatoire ». Nous nous limitons ici aux
propriétés élémentaires des variables aléatoires réelles. Etant donné (€2, 7, P) un espace
probabilisé, une variable aléatoire (réelle) est spécifiée par une application borélienne
X : Q - R; la probabilité y = P o X! (définie sur les boréliens de R) est par définition
«laloi de X ». Alors I'espérance de X (si elle est définie) est par définition

E(X) ::/X(w)IP(dw):[:pu(dx)

Pour toute fonction f : R — R borélienne, I'application Y = f(X) = Q@ — R est encore une
variable aléatoire dont I’espérance (si toutefois elle existe) est

E(Y)= [ Y@P@w) = [ J(X@)P(dw) = [ f(@)u(dr)

Notons alors, que pour tout k = 0,1, ... 'espérance E(X") (si elle existe) coincide avec le
k-eme moment m; () de la loi de X. Enfin, si I'espérance de X est bien définie, alors la
variance de X est 'espérance de (X — E(X))? c’est-a-dire le nombre (de [0; +o0])

Var(X) = E((X ~E(X))?) = [ (X(w) = B(X))2)P(dw) = [ (2~ E(X))*(da)

En d’autres termes, la variance Var(X) coincide avec la variance Var(u) de la loi de X.
De maniere analogue au cas de la variance d"une probabilité nous pouvons utiliser les

44. En 1929 Kolmogorov étend de maniere significative « la loi faible des grands nombres » sous la forme de
«la lois forte des grands nombres » : 'énoncé méme de cette lois nécessité la notion de convergence presque
stire, qui vient directement de la théorie de la mesure telle que développée a partir de la construction de
Iintégrale de Lebesgue (1902).
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propriétés de linéarité de 1’'espérance pour écrire que
Var(X) E(X?-2XE(X) +E(X)?)
E(X?) - 2E(XE(X)) + E(X)?
E(X?) - 2E(X)E(X) + E(X)? = E(X?) - E(X)?

8.13. Nous nous sommes limités jusqu’ici a des variables aléatoires réelles; par défini-

tion, une variable aléatoire complexe (i.e. & valeurs complexes) s’écrit 7 = X + 1Y, ou X

et Y sont des variables aléatoire réelles ; 'espérance de Z est alors définie en posant
E(Z) =E(X) +iE(Y)

En particulier, si X est une variable aléatoire réelle, alors pour tout z =a +2b e C:

X = elari) X _ "X (cos(bX) +isin(bX))
est une variable aléatoire complexe. Si 11 est 1a loi de X alors ¥ x(z) := ¥, (z) (pour z dans
le domaine du plan complexe adéquat) est « la fonction génératrice des moments de X » ; en
utilisant I'espérance des variables aléatoires complexes il vient alors
U (2) = E(e™")
De méme @ x (t) = ¥x (it) = $,(t) est la « fonction caractéristique de X » de sorte que

Dx(t) =E(e"Y)

8.14. Il existe un certain nombre d’inégalités probabilistes qui donnent des indications
importantes sur la répartition des probabilités. La proposition suivante nous donne deux
exemples classiques de telles inégalités.

Proposition 8.12. Soit X une variable aléatoire réelle possédant une espérance; (i) : si X est a
valeurs positives ou nulle, alors « I'inégalité de Markov » affirme que

(42) (Va>0) P{Z>a}< E(2)
a
(i) : si X est simplement a valeurs réelles, alors « I'inégalité de Tchebychev » 4 affirme que
Var(X
(43) (Va >0) ]P’{|X—E(X)|2a}£%

Preuve. (i) : La variable aléatoire X étant positive, nous avons X (w) > alx»,}(w), pour
tout w € (2. L'existence de 'espérance de X nous permet alors d’écrire que

E(X) > E(al{xs,) = aP{X > a}

Nous en déduisons directement « I'inégalité de Markov » telle que donnée en (42).

(i1) : Supposons que X est une variable aléatoire possédant une espérance E(X). Si
la variance de X est infinie alors l'inégalité (43) est évidente. Dans le cas ou la variance
Var(X) est finie, Z := (X —~E(X))? est une variable aléatoire positive dont l’espérance est
E(Z) = Var(X). En appliquant I'inégalité de Markov a Z avec a > 0 il vient P{Z > a?} <
E(Z)/a* : du fait que Z(w) > a® ssi | X (w) - E(X)| > a, nous obtenons ainsi « I'inégalité de
Tchebychev » telle que donnée en (42).

45. L'inégalité de Tchebychev est un résultat simple et trés puissant de la théorie des probabilités. Son

énoncé est di a Bienaymée (un ami de Tchebychev); elle a été démontrée par Tchebychev. On la présente
habituellement comme une conséquence de I'inégalité de Markov (éleve de Tchebychev).
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8.15. Deux variables (réelles)*® X et Y sur (Q,F,P) sont dites indépendantes — et on
note X LY —ssi pour tout couple (A, B) de boréliens de R

IP({X ceAyn{Y e B}) =P{X ¢ AYP{Y ¢ B}

Proposition 8.13. Soient X et Y deux variables aléatoires ayant chacune un moment d’ordre 2;
alors (i) : la variable aléatoire XY possede aussi un moment d’ordre 1 et

E*(XY) < E(X*)E(Y?)
(4i) : Side plus X et Y sont indépendantes, alors
E(XY) =E(X)E(Y)

Preuve (esquisse). (7) : Soit (2, F,P), I'espace probabilisé commun a X et Y. Le fait que
X et Y possedent chacune un moment d’ordre 2 signifie que ce sont toutes deux des
fonctions de carré P-intégrable : par suite « d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz », XY est
une fonction P-intégrable telle que E2(XY) < E(X?)E(Y?).

(#1) : Pour N > 1 un entier donné, soient Iy :=]-1/2V : 1/2N[ et I, := [k/2V ; (k+1)/2V],
pour tout k =1,2,....;siI_j := I}, alors nous avons les approximations (c.f. Fig. 3)

X(w)~k+f ;le (@) = X (@) et Y(w)w f QﬁNlY_l(Ik)(w) T (w)

Alors, par un calcul direct (qu’il faut justifier)

E(XY)- f X (W)Y (w)P(dw)

b q
:f(ZQ_NQ_NlX1(Ip)nY1(L,)(w))P(dw)

- o o P((XT ) (7))

“M

:I;Q%%P{X (L)YP{Y (1)) = (ZP{X (1, >})(;2%p{y1gq>})

soit encore
E(XY) = (f X(w)IP(dw)) (f Y ()P dw)) E(X)E(Y)
Nous en déduisons E(XY') = E(X)E(Y) en faisant tendre N — +oo.

Corollaire 8.14. Si X et Y sont deux variables aléatoires (réelles) indépendantes, alors
Px,y =PxPy

46. Lorsque nous considérons une famille finie, ou une suite de variables aléatoires, nous supposerons
toujours qu’elles sont toutes définies sur le méme espace probabilisé (2, F,P).



58 (2016) B.I.A.A. no 103 Eric OLIVIER

FIGURE 3. Etant donnée f € L'(R) et N > 1 un entier, nous définissons

fv=Y k2N,

oit Iy =] = 1/2N;1/2N[, Iy, = [k/2N 5 (k + 1) /2N, pour tout k =
1,2,... et Iy == -1} ; alors pour tout v € R

(@) = 2o K2V 1, () < |f ()]
et d’autre part fy(x) — f(z) p.p., quand N — +oo.

Preuve (esquisse). Soient f et g deux fonctions réelles, boréliennes et définies sur R; si
X 1Y alors f(X) L f(Y); le résultat s’obtient alors par une application de la Proposi-
tion 8.13 en écrivant

YY) — cos(tX) cos(tY) — sin(tX) sin(tY) + ’I,( cos(tX) sin(tY") +sin(tX) COS(tY))

de sorte que

E(cos(tX)cos(tY)) - IE( sin(tX) sin(tY"))

+iE( cos(tX)sin(tY)) + 4 E( sin(tX) cos(tY))
E(cos(tX))E(cos(tY)) - E(sin(tX))E(sin(tY))

+iE( cos(tX))E(sin(tY)) + i E(sin(tX))E( cos(tY))
E( cos(tX) +i(sin(tX))E( cos(tY) + isin(tY))

Px.y(t)

soit encore ®x .y (t) = Px (t) Py (t).

8.16. Soit X1, X»,... une suite de variables aléatoires « indépendante et identiquement dis-
tribuée (i.i.d.) » : cela signifie que les X; ont méme loi et que X; 1L X; dés que i # j; en
particulier (sous réserve) E(X;) et Var(X) représente respectivement l'espérance et la
variance communes des Xj. Si nous notons S,, = X1 + -+ + X, alors il est immédiat que
E(Sy) = nE(X;). Pour calculer le moment d’ordre 2 de S,,, nous utilisons le fait que les
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variables aléatoires X, sont deux a deux indépendantes : nous obtenons

n
E(ZXI? + > Xqu)
p=1

1<p#q<n

E(S2)

iE(X§)+ > E(Xp)E(X,) = nE(X7) + (n® - n)E*(X1)
p=1

1<p#q<n

Nous pouvons alors calculer la variance de S, en écrivant
2 2 2 2 2 2
Var(S,) = nE(X2) + (n? - n)EX(X;) - (nE(Xl)) = n(E(Xl) -E (Xl)) = nVar(X;)

Proposition 8.15. Soit S, = X1+---+X,,, ott X1, X2, ... forment une suite de variables i.i.d. dont
'espérance commune E(X1) est bien définie; alors E(.S,,) = nE(X1) et Var(S,,) = nVar(X1).

Remarque 8.16. En vue de « I'arqument probabiliste de Bernstein » permettant d’établir « le
théoreme d’approximation de Weierstrass » (c.f. § 4.2), rappelons que la variable aléatoire X est
une variable de Bernoulli de parametre o (avec 0 < o < 1) si sa loi est = (1 — a)dp + ady (ot
nous notons &, la mesure de Dirac au point a). Alors X posseéde des moments de tous ordres, i.e.
E(X%) =1letpourk=1,2,...

E(Xk):[:Uk,u(dx)z(l—a)[xkcso(dx)+aka51(d:13)=a

En particulier la moyenne et la variance de X valent respectivement E(X) = « et Var(X) =
a-a? = a(1 - «). Notons aussi au passage que la fonction génératrice des moments Wy est
holomorphe dans tout le plan complexe, avec

zr . o
LI"X(Z):‘[ﬁ’ p(dr) =(1-a)+ae :1+kz::1§zk

(oit nous retrouvons bien que Vx(z) = Y52, E(X*)2* k). Maintenant considérons que S, =
X1+ +X,, ot X1, Xo,... est une suite de variables i.i.d., la loi commune des X, étant une loi
de Bernoulli de parametre c. Alors S,, est une variable aléatoire discreéte de support inclus dans
{0,...,n} d’espérance E(S),) = na et de variance Var(S,,) = na(l — «). Par définition S,, est
une « loi binomiale de parametre (n, ) » : on vérifie que

0<Vk<n, P{S,=k}=Cha"(1-a)""

8.17. Soit S, = X1 + -+ X,,, ot X1, Xo,... est une suite de variables i.i.d. centrées (i.e.
d’espérances nulles). Dans le cas (particulier) ott les X, ont un variance Var(X;) finie,
une application de 'inégalité de Tchebychev a la variable aléatoire S,, donne

IP’{ Sp(w) —nE(X71) Var(S,) 1 Var(X)

- <5}:1—]P’{‘Sn(w)—nE(X1)‘2na}Sl— (o2 - -
En faisant tendre n vers 'infini, il vient :

11131 IP’{ Sn(w) = nE(X7) <€} =1

n
Nous venons de démontrer « la loi faible des grands nombres » dans un cas particulier ;
I'hypothese portant sur la moyenne des X}, (variables centrées) peut étre levée tres faci-
lement. Par contre la loi faible des grands nombres reste valable lorsque la variance des
X}, est infinie (voir [Ber92, p. 45-48] pour la démonstration générale). La « loi forte des
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grands nombres » (démontrée en 1929 par Kolmogorov) est d"un autre ordre de difficulté :
c’est un théoréme trés proche du « théoreme ergodique de Birkhoff » (démontré en 1931) et
appartenant pleinement a la théorie de la mesure.

Théoreme 8.17. Soit S,, := X1 +---+ X, oit les X}, forment une suite i.i.d. de variables aléatoires
réelles définies sur 'espace probabilisé (2, F,P) et supposées P-intégrables ; alors :
(i) : la loi faible des grands nombres affirme que pour tout € > 0

lim IP’{ Sn(w) —nE(X3) <g}:1

n
(ii) : la loi forte des grands nombres affirme que pour P-presque tout w € Q)
lig On(@) —nE(X7)

n—>+00 n

0

8.18. Ala convergence faible d'une suite de probabilités dans #7(R) correspond une no-
tion de convergence pour les suites de variables aléatoires appelée la « convergence en loi ».

Définition 8.18. Soit X1, Xo, ... une suite de variables aléatoires et soit i, la lois de X,,, pour
tout n = 1,2,...; on dit alors que la suite des X,, converge en loi vers une variable aléatoire X
ssi la suite des probabilités i, o, ... « converge faiblement » vers la lois v de X ; on notera alors
X, iX, quand n — +oo.

Le résultat suivant est un corollaire du Théoréme 8.10 : il est aussi appelé « le théoreme de
continuité de Levy ».

Théoréme 8.19. X,, 5> X ssi B, () - ®x (1), pour tout t € R.

Le « théoréme de la limite centrale » est essentiellement un corollaire du « théoréme de conti-
nuité de Levy ».

Théoreme 8.20. Soit S,, := X +--- + X,,, oit les X, forment une suite i.i.d. de variables aléa-
toires réelles définies sur 'espace probabilisé (2, F,IP) supposées P-intégrables et de variance
o? = Var(Xy) ; le théoreme de la limite centrale affirme que si o < +oo, alors (pour n — +o0)
Sp(w) —nE(X1) A
o\/n
oit N(0, 1) est une variable aléatoire « normale centrée réduite » ; autrement dit :
. Sp(w) —nE(X71) 1 1279
Ve (R), 1 f n P(d :—ft 124t
fe@®,  lim f( — (@)= = [ 1)

Preuve (esquisse). Il est possible de se ramener au cas particulier ot les variables aléa-
toires X}, sont centrées et de variance 0% = 1. Dans ce cas, si nous notons Y,, := S, /N,

N(0,1)

P N . . . < N . , .
alors le théoreme de la limite centrale affirme que Y,, — X ou1 X est un variable aléatoire
normale centrée et réduite ; en d’autres termes, la loi de X est la mesure gaussienne

2
ex/Q

dx
2T

p(dz) =
Nous partons du fait (c.f. Corollaire 6.5) que

Oy (t) = V2r & ul(t) = e
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de sorte que par le « théoréme de continuité de Levy » il s’agit de démontrer que Py, (t)

—t2/2

converge simplement vers e . La fonction caractéristique de Y,,, se calcule grace a

I'indépendance des X}, : ainsi, en utilisant le Corollaire 8.14 nous pouvons écrire que
(PY (t) _ E(eit(XlJr---vLXn)/\/ﬁ)
= B(I) BT < (E(ET) = (2, (1))

Mais les deux premiers moments de X; étant E(X;) = 0 et E(X?) = 1, il vient (c.f. équa-
tion (35) in Proposition 8.3) :

’i 1, 2 2
Dy, (t) =1 +IE(X1)1—Z§ +E(X12)% +o(t?)=1- % +o(t?)

Finalement nous avons (dans la limite o1 n — +o0)

Dy, (1) = B, (1)) = (1 _ @) _ (1 ] ﬂ) a0

n
O

8.19. Nous avons défini une variable aléatoire (réelle) comme une application boré-
lienne X définie sur « un espace probabilité (2, F,P) ad-hoc », a valeurs dans R ; nous en
avons alors déduit la loi de X comme la probabilité ;1 = P o X!, c’est-a-dire un élément
de Z(R). Cependant lorsqu’on modélise un phénomeéne aléatoire physique dont le ré-
sultat (obtenu par une mesure) est un nombre réel, le premier objet qu’il est possible de
considérer (a partir d’'un grand nombre d’expériences successives) est « une version empi-
rique » de la fonction de répartition F), associée a .. La question qui se pose alors est de
savoir comment il est possible de « reconstruire une version de I'espace (2, F,IP) » a partir
de la fonction de répartition F),. Pour répondre a cette question, le point de départ est de
considérer « la fonction quantile » @, : [0;1] - R t.q.

Qu(z) = inf{m eR; Fy(z) > y}

Théoréme 8.21 (du quantile). Notons Q,, la fonction quantile associée a la fonction de reparti-
tion F,, d'une mesure p € Z(R); si \(dx) = dux est la mesure de Lebesgue sur l'intervalle [0;1],
alors y est I'image réciproque de X par Q),,, en ce sens que 1= \ o Q;l.

Si X : Q — R est une variable aléatoire réelle définie sur 1'espace probabilisé (2, F,PP)
et de loi 1 := Po X! alors, d’apres le théoreme du quantile nous pouvons considérer
(Q,F,P) = ([0;1],B,)) (avec B la sigma-algebre des boréliens de [0;1]) et identifier X
avec ), : [0;1] — R. En d’autres termes, la fonction quantile (), — vue comme variable aléa-
toire sur ([0;1],B,\) — peut étre considérée comme une forme canonique de la variable
aléatoire X . En pratique, avec un générateur de nombres aléatoires (uniforme) dans [0;1]
et une version empirique de F),, nous pouvons utiliser la fonction quantile pour obtenir
un générateur aléatoire suivant la loi de X.

9. Dérivées faibles — Espaces de Sobolev

9.1. 1l est difficile de dater I'émergence de « la notion de fonction » ; mentionnons la polé-
mique entre d’Alembert, Euler et Daniel Bernoulli autour de la résolution de « I"équation
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de la corde vibrante » et dont un aspect porte sur la définition méme de la notion de fonc-
tion. Pour fixer les idées, disons que lorsqu’en 1872 Weierstrass analyse les propriétés
fines d"une fonction continue sur l'intervalle unité et dérivable en aucun point (« la fonc-
tion de Weierstrass »), il base son travail sur des définitions rigoureuses que nous utilisons
toujours de nos jours. Mais a la fin du 19-éme, il apparait de nouveaux objets mathéma-
tiques qui ressemblent & des fonctions mais ne répondent pas clairement aux définitions
courantes. En particulier I'ingénieur-physicien-mathématicien Heaviside utilise des tech-
niques de dérivation de fonctions dans des cas ot1 les notions classiques ne s’appliquent
pas. D’autre part, en mathématique, la « théorie de la mesure » et de « l'intégrale de Lebesgue »
élargit encore un peu plus les contours de la notion de fonction : ainsi, une fonction peut-
étre définie — ou méme dérivable — presque partout. L'ensemble de ces développements
qui répondent a des questions aussi bien pratiques que théoriques, vont se rejoindre dans
une théorie des fonctions généralisées : « la théorie des distributions »*.

9.2. «L’équation de Schrodinger » (1926) est une équation aux dérivées partielles (EDP)
qui vient se rajouter aux deux EDP classiques : « I"équation des ondes » et « I"équation de
la chaleur » (voir e.g. le paragraphe « Les trois EDP classiques » dans [KLR9S, p. 231]). A
la fin des années 20, le travail de Dirac en mécanique quantique montre que les tech-
niques utilisées par Heaviside ne sont pas de simples artifices de calcul (ce qui avait été
reproché a Heaviside). C’est au milieu des années 30 que Sobolev introduit une notion
de « fonctionnelles généralisées » ** lui permettant d’exprimer un nouveau type de solutions
des EDP * : « les solutions faibles ». 11 y a en germe dans ce travail « la notion de dérivation au
sens faible ». Nous abordons cette question par une formule d’intégration par parties tres
générale.

Proposition 9.1. Soient f et g deux fonctions (complexes) définies sur R; si f et g sont abso-
lument continues (c.f. Définition 8.2) de dérivées respectives f' et g' (fonctions définies presque
partout et localement intégrables), alors pour tout —oo < a < b < +oo

b b b
[ 1@ @z = [£@)g@)] - [ @g(a)de
Preuve. (D’apreés [GW90, Proposition 14.5.6].) Comme f(z) = f(a) + [,* f'(u)du,
b b T
[ t@i @iz = [C(f@+ [ way)g @)
f@lo® -g@]+ [ [7r @) @
:+fabf'(y)(fbyg'(m)dw)dy
+fabf’(y)[g(b)—g(y)]dy
< [10) - 1o~ [ 7oty

~—

(Théoreme de Fubini)

~—

f(@)|g(b) - g(a

I
-
~~

S
N—

9(b) - g(a

~—

= f(@)]9(®) - g(a

~—

47. Nous n’abordons pas ici la théorie des distributions

48. Comme les appelle Laurent Schwartz c.f. [Kan04].
49. En particulier ’équation des ondes.
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soit encore, apres simplification :

b b
| 1@ @)z = ~f(@)g(@) + 1 0)g®) - [ 1 Waw)dy
g

Soit f une fonction absolument continue sur R et ¢ une fonction continument dérivable
sur R et dont le support est inclus dans un intervalle compact [a ;] : alors ¢ est aussi une
fonction absolument continue et par une application directe de la Proposition 9.1 (sur
l'intervalle [a;b]), nous obtenons que

[ 1@ @)z =~ [ f'@)p@)d

Cette remarque nous amene a la définition suivante.

Définition 9.2. Soit Z(RR) I'espace des fonctions réelles de € (R) qui sont a support compact
(i.e. identiquement nulle en dehors d'un intervalle compact) : une fonction f dans L. (R) est dite
« dérivable au sens faible », s'il existe une fonction g € L, (R) t.q.

(44) voea®), [ f@)d@de=- [ ga)e(a)da
La fonction g est alors appelée une dérivée de f au sens faible.

Proposition 9.3. f € L] (R) est dérivable au sens faible ssi elle est absolument continue ; dans

ce cas, si g (€ Li., .(R)) est la dérivée faible de f, alors f'(z) = g(x) pour presque tout z € R.

La preuve de la Proposition 5.2 est basée sur la formule de l'intégration par parties gé-
néralisée donnée dans la Proposition 9.1 combinée aux deux propriétés de I'espace Z(R)
énoncée dans la proposition suivante.

Proposition 9.4. Si f est une fonction de L} .(R), alors :

loc

() : YeeI®), [ f(@)e@)dz=0 — f(2)=0 pp.
(i) : YoeI(R), [f(m)«p’(x)dx=0 — 3IC<R, f(z)=C pp.

Preuve. (i) : Pour tout —oco < a < b < +o00 et tout 1 < p < +00, nous considérons I'espace
LP[a;b] comme un sous-espace de L{ (R). Pour tout f € L'[a;b], I'application A qui a
¢ € L*™[a;b] associe Ay := [ f(x)p(x)dz, est une forme linéaire continue sur L®[a;b] :
si nous supposons que A s’annule sur Z(R), alors il découle de la densité de Z(R) dans
L*[a;b] que A est identiquement nulle sur L*°[a;b] : cela entraine (théoreme de repré-
sentation de Riesz ") que f(z) = 0 pour presque tout z € [a; b].

(#1) (d’apres [Bre87, p. 122-123]) : Soit U € Z(R) t.q. [ U(x)dz = 1; alors, pour tout
1 € 2(R), la fonction ¢ - ([ ¥(y)dy) U est dans Z(R) et d’intégrale nulle; sa primitive

(45) o@)= [ (v~ ( [ vway)u)d

50. Nous avons déja énoncé le théoreme de Riesz-Markov (c.f. § 8.1) ; rappelons ici que le « le Théoreme
de représentation de Riesz L” pour 1 < p < +oc0 » affirme que si (X, 2, i1) est un espace mesuré sigma-fini et ¢
le conjugué de p (ie. 1 < g < +o0 t.q. 1/p + 1/q = 1) : alors, toute forme linéaire A bornée sur L¥ (X, %A, p1)
est associée a une unique fonction f de LY(X, 2, ) t.q. [ f]q = | Al (norme associée) et pour laquelle Ag =

[ f(z)g(z)p(dz), pour tout g € LP (X, A, p).
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appartient donc elle aussi 8 Z(R). Si f est une fonction de L. (R) t.q. [ f(x)¢'(z)dz =0,

loc
pour tout ¢(x) € Z(R), alors dans le cas particulier de la fonction ¢ en (45) il vient :

[ 1@ @)da

[ 1@ (0@ - ( [ owiy)v(@)) s

[ t@yet@yde - [ o) f@)U(@)dedy

[ t@e@de- [ o@i@U@dsdy = [ (1) [ 10)0@)dy) @)

La fonction ¢ étant arbitraire dans Z(R), nous pouvons déduire de la partie (i) que

1@ = [ FUwdy pp.

0

ce qui prouve (i).
U

Preuve de la Proposition 5.2. Comme Z(R) est un sous-espace de 1'espace des fonctions
absolument continues sur R, il découle immédiatement de la Proposition 9.1 que si f est
absolument continue de dérivée f’ (définie pour presque tout z et dans L{ (R)), alors f’
est nécessairement une dérivée faible de f. Réciproquement, supposons que g € L;. (R)
soit une dérivée faible de f, en ce sens que pour tout ¢ € Z(R) :

(46) [ 1@ @z = [ g(@)p(a)ds

La primitive de g, soit 2 » G(z) = f(0) + ;" g(u)du est absolument continue et sa dérivée
coincide avec g presque partout. Fixons ¢ € Z(R) arbitrairement donnée : comme G
et ¢ sont des fonctions localement intégrables et absolument continues, nous pouvons
appliquer de nouveau la formule de I'intégration par parties généralisée sur un intervalle
[a;b] contenant le support de ¢, de sorte que par (46) il vient

[ @@=~ [ g@)e(a)dz = [ f(2)¢(2)da
soit encore :
(47) [ (1@ = G@)¢ (2)dz =0

La fonction ¢ € Z(R) étant arbitraire, nous déduisons de la partie (iz) de la Proposi-
tion 9.4 combinée a (47) que f(z) - G(x) = f(0) - G(0) = 0 pour presque tout x € R.
U

9.3. Notons (par anticipation) #1(R) l’espace des fonctions (complexes) absolument
continues f € L?(R) et dont la dérivée faible f’ est aussi dans L*(R).

Proposition 9.5. Si f et g sont deux fonctions de 71 (R), alors fg' et f'g sont dans L' (R) et
(48) [ 1@ @z =~ [ f@)g()da

Preuve. Si f et g sont dans J#'(R) alors fg est une fonction de L!(R) qui posséde une
version dans %’ (R). En identifiant fg a sa version continue, il est licite de considérer
deux suites de réels aj,ag,... et by,by,... avec a, - —oo et b, — +oo, t.q. f(an)g(ay) et
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f(bn)g(by) tendent vers 0 quand n — +oo : d’apres la formule d’intégration par parties
(c.f. Proposition 9.1) nous avons pour tout n > 1

bn bn bn,
(49) [ 1@ @ =[1@9@)]" = [ 1 @)g(w)d
Mais d’autre part, nous savons aussi que fg’ et f’g sont dans L!(R) : les suites de fonc-
tions 1|

an ;5

b, f9" et 1[q, 5,1f'g sont donc respectivement dominées par les fonctions in-
tégrables |f¢'| et |f'g|. Partant de (49), nous pouvons appliquer (deux fois) le théoreme
de la convergence dominée, de sorte que par définition des suites a1, as, ... et by, bs,. ..,
nous obtenons (48) en faisant tendre n — +oo.

[l

D’apres la Proposition 9.5, si f, g € #1(R), alors (f|g’) + {f'|g) = 0 et donc :
(f+Flg+g') = (Fla) +{F'1g") = (Flgh s

Il est facile de vérifier que ((:|-)); , définit un produit scalaire (hermiten) sur 7’ L(R) : dans
la suite, nous noterons | - |1 2 la norme associée a ce produit produit scalaire.

Proposition 9.6. Le C-espace vectoriel 71 (R) formé des fonctions complexes absolument conti-
nues sur R qui sont de carré sommable et dont la dérivée faible f' est aussi de carré sommable, est
un espace de Hilbert pour le produit scalaire ((-|)) ,1.

Preuve. Muni du produit scalaire {{|-)) ,,1, 'espace 5 (R) est un espace pré-hilbertien
(complexe) : nous devons montrer que c’est aussi un espace de Banach. Soit fi, fo,... une
suite de fonctions de /#' (R) qui est de Cauchy pour la norme |- | ;1. Si nous notons f, la
dérivée faible de fy, alors | %1 = | f2]3 + | £,]|3; il est donc immédiat que les fonctions
fn et f/ forment des suites de fonctions de L*(R) qui sont de Cauchy pour la norme |- | :
nous notons f et g les fonctions de L?*(R) qui sont les limites (dans L?(R)) de ces deux
suites de fonctions. Nous aurons prouvé que ! (R) est un espace de Hilbert si nous
pouvons vérifier que g est la dérivée faible de f. Comme f, et f/ convergent dans L*(R)
vers f et g respectivement, d’apres « le théoreme de Riesz-Fisher » (et plus précisément la
Proposition 2.10), il existe une suite croissante d’indices n1,n2,... t.q. fu,(x) et f, ()
convergent respectivement vers f(x) et g(x), pour presque tout = € R : par suite, pour
toute fonction ¢ dans Z(R) et pour tout k£ > 1

[ fn@)¢ @z =~ [ 1, @)p(x)ds
de sorte que (« théoréme de la convergence dominée ») dans la limite ot k — +o0 :
[ 1@)¢ @z =~ [ ga)e(a)da
g

L'espace ' (R) appartient & une famille d’espaces de Hilbert introduits par Sobolev.

Définition 9.7. Pour p = 1,2, ..., I'espace de Sobolev 7#P(R) est le sous-espace de L*(R) =:
H#°(R) formé des fonctions f qui sont p fois dérivables au sens faible et t.q. les dérivées OF f
(dérivées k-eme) soient dans L?(R), pout tout k =1,...,p.

Le théoréme suivant s’obtient par induction :
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Proposition 9.8. La suite des espaces de Sobolev 7P (R) (p > 0 entier) est décroissante, avec
L*(R) = #°(R) o ' (R) > #*(R) > -
De plus, pour p > 0 nous avons 7P (R) c L?(R) n €P(R) et plus précisément :
fe"H(R) = (0<Vhk<p, OFf e LX(R) NG (R) et Of e #(R))
La généralisation de la Proposition 9.6 s’énonce comme suit :

Proposition 9.9. Pour tout entier p > 1, le C-espace vectoriel 7P (R) est un espace de Hilbert
pour le produit scalaire
P
(£:9) = (11900 = 3 (0" 110%9)
k=0
Si | - ||1,p dénote la norme associée ce produit scalaire, il vient pour tout f € #P(R)

p
1£1%60 = > 10°£13
k=0

Le théoréme suivant donne une caractérisation des espaces de Sobolev J#7(RR) grace a
la transformée de Fourier L? (ce résultat nous sera trés utile dans la démonstration du
principe d’incertitude de Heisenberg-Gabor sur 5#%(R) : c.f. § 10).

Théoréme 9.10. Soit p > 1 un entier; alors les trois propositions suivantes sont équivalentes
(@) : f appartient a 7°P(R);
(ii) : pour tout 0 < k < p la dérivée k-eme O f est dans L*(R) et F[0% f] = (iQ)*F[f];
(iii) : Q¥F.[f] est une fonction de L*(R), pour tout 0 < k < p.

Preuve du Théoréme 9.10. (i) = (i7) : Par définition, si f est dans .#7(R), alors f «
€*(R) pour tout 0 < k < p avec 9* f € L?(R); de plus la fonction continue 9~ f est dans
1 (R) et sa dérivée au sens faible 9(0P~! f) = OF f est aussi dans L?(R), ce qui démontre
la premiere partie de (ii). Pour la deuxiéme partie de (i), nous considérons pour tout
entier p > 1 la proposition :

(Ry) : fen"(R) = (0<Vh<p, Q'F[fleL*(R) et F[0"f]=(iQ)"&[f])

Noue allons démontrer par récurrence sur p que (R,) est vraie pour tout p > 1. Nous
commengons par démontrer le lemme suivant que est I'amorce de cette récurrence.

Lemme 9.11. Si f est une fonction de 1 (R), alors Of € L*>(R) et F [0f] = 1QT [ f].

Preuve. Pour f € /#'(R) (identifiée a sa version continue sur R). Nous utilisons 1’exis-
tence de deux suites aj, as, ... et by, ba, ... tendant respectivement vers —oo et +oo et telles
que f(ayn) et f(b,) tendent vers 0 quand n — +o0 ; en appliquant I'intégration par parties
généralisée (c.f. Proposition 9.1), il vient pour toutn > lety e R\ {0} :

%[a f(x)e” zgcyda:——zy—\/_[f(x) _”y]i . zy(\/_f df(x)e ”ydaz)

soit encore, en notant f,, := 1[4, 4,,1f et 0fn = 1[4, ,,10f

F101)(y) = sy [f2](y) + E[f (fc)e"'”]iian
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(identité qu’il est licite de considérer valable dans LQ(R), pour tout n = 1,2,...). Mais
dans la limite o1 n — +o00, nous avons ' f, - f et 8f,, - df dans L*(R) : la transformée
de Fourier L? étant un endomorphisme continu de L*(R), nous pouvons conclure — en
utilisant I’opérateur de position — que § [0f] = 1QF [ f] : ceci conclut la preuve du lemme.

O

Pour compléter la récurrence portant sur les propositions (R, ), le Lemme 9.11 nous au-
torise a considérer p > 1 t.q. (R,) soit vraie. Alors d’apres I'inclusion #7(R) > 7#7*1(R),
la proposition (R,) sera récurrente si nous pouvons vérifier que . [0P"! f] = (iQ)P" [ f]
deés que f € #P*1(R) : or, pour une telle fonction f, nous savons (par définition) que 9” f
appartient a 7' (R) et que la dérivée faible (97 f) de 07 f coincide avec OP*! f ; grace au
Lemme 9.11 appliqué a 0” f et par définition de p (i.e. « I'hypothése de récurrence »), nous
pouvons alors écrire que

F P ] =3[08 )] =iQF [0 f1=iQGEQ)'F[f] = (GQ)P ' F[f]
(ii) == (iii) : Comme la transformée de Fourier L? est un endomorphisme de
L%(R), le fait que 9* f soit une fonction de L?(R) combiné a l'identité F [0* f] = (iQ)*F[ ]
assure que QT [ f] est aussi une fonction de L?(R).

(i) <= (iii) : Nous allons effectuer une récurrence sur 'entier p > 1 : pour cela nous
considérons la proposition :

(Ry) : (0<vk<p, Q'F[fleL*(R)) = fen"(R)
Le lemme suivant que est 'amorce de la récurrence.

Lemme 9.12. Si f est une fonction de L*(R) telle que QF.[f] —i.e. y&[f](y) — soit aussi dans
L%(R), alors f appartient a s (R) (en d’autres termes la proposition (R est vraie).

Preuve. Soit f € L?(R) et notons f := &[f] : nous supposons que @ f est une fonction de
L?(R). Par définition, la fonction *>

(50) g:=13. [Qf]
appartient L?(R) : elle est localement intégrable et en posant
51 G(z)= [ g(y)d

(51) (z) fo 9(y)dy

nous définissons une fonction absolument continue dont la dérivée faible est g. Attention,
G est a priori localement intégrable mais pas nécessairement dans #!(R) ; cependant,
comme f € L?(R), nous aurons prouvé que f € L(R) sinous parvenons a démontrer

(52) 3CeR, f(z)=G(x)+C (pour presque toutz € R)

Pour ¢ € Z(R) arbitrairement donné, le théoreme de Plancherel pour la transformée de
Fourier L?, nous donne (fl¢') = (F[f1[3.[¢']) = (f|&[g0’]> : mais comme ¢’ € 2(R),

51. Pour g € L*(R) et gy, := 1(a, 5,19 les |gn — g|? forment une suite de fonctions intégrables dominée par
la fonction intégrable |g|* : comme |g,, (z) - g(z)]> - 0 pour presque tout x le théoréme de la convergence
dominée assure que |gn — g[3 - 0 quand n — 0.

52. La définition de g proposée dans (50) vient par analogie avec la transformée de Fourier L' : en effet,
nous savons d’apres la Proposition 6.3, que si h est une fonction de L'(R) n ©*(R) avec b’ ¢ L'(R) et de
transformée de Fourier h alors OF[r'] = isz ; si de plus Qﬁ est aussi dans Ll(R), alors nous pouvons
appliquer la formule d’inversion, ce qui nous donne A’ = i3 [Qh)].
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nous savons (c.f. Proposition 6.3°%) que & [¢'] = 1QF [¢] et donc (f|¢') = (f‘|zQ&[g0])
Or par hypothese, Qf est dans L?(R), ce qui nous permet d’écrire que ( f iQF [¢]) =
-(iQ f1%[¢] ) ; nous pouvons maintenant transposer la transformée de Fourier et utiliser
la définition de g donnée en (50) pour obtenir finalement que

(53) (fle") = = (i3.[Qf]|#) =~ {dle)

Les fonctions G et ¢ étant toutes deux localement intégrables et absolument continues
(de dérivées respectives g et ¢’), nous pouvons appliquer la formule d’intégration par
parties généralisée (c.f. Proposition 9.1), de sorte que pour a < b tels que l'intervalle [a;b]
contienne le support de ¢ :

b b b
[ c@)@iz= [ G@)e @)z = [Gae@)] - [ g@)e@n =~ [ g()p(a)ds

Du fait que [ g(x)¢(x)dz = (g|p), nous pouvons combiner avec (53), ce qui donne :

[ @)@z =~gle) = (11¢) = [ f@)¢ (@)da
soit encore

[ (f(x) - G(x))w'(x)dx -0

1
loc

(ii) de la Proposition 9.4 entraine donc la validité de (52) : le lemme est démontré.

Les fonctions f et G sont dans L;_.(R) et ¢ est une fonction arbitraire de Z(R) : la partie

O

Pour compléter la récurrence portant sur les propositions (R;,), le Lemme 9.12 nous auto-
rise a considérer p > 1t.q. (R}) soit vraie. Soit alors f une fonction — nécessairement dans
L%(R) - telle que Q"3 [ f] appartienne a L?(R), pour tout 0 < k < p+1 : alors, d’aprés (Ry)
il est immédiat que f est dans ##7(R). Afin de montrer que f appartient a /#7"}(R), il
nous suffit donc de montrer que la fonction continue 07 f est dans J#!(R), soit encore
d’apreés le Lemme 9.12 —i.e. d’apres (R}) — que QF.[0” f] est dans L?(R). Or la fonction
f étant dans .#P(R), I'implication (i) == (i7) assure que & [0”f] = (4Q)PF [ f], de sorte
que par 'hypothese faite sur f, nous avons que

LA(R) 2(iQ" ) [£] = iQ((1Q)'F[£]) = iQF[0" ]
Ceci acheve la preuve de I'implication (i) <= (iii).

O

Remarque 9.13. Les coefficients bindmiaux Cp étant tous compris entre 1 et 2P, pour tout entier
p > 1et tout y € R, nous avons la double inégalité

(54) 0<VEk<p, PR<(1+92)P <221+ + - +9%P)
D’apres le Théoreme 9.10, f € #°P(R) ssi pour tout 0 < k < p la fonction y* f (y) est dans L*(R).
D’apres la double inégalité dans (54), ceci équivaut au fait que \/(1 + y2)P f (y) soit dans L (R).

53. La transformée de Fourier L' et L* coincident sur .7 (R) ; ici, ¢ étant supposé dans Z(R), cest aussi
un élément de . (R). En fait on peut montrer que pour f € L' (R) n L?(R) les transformées de Fourier L' et
L? sont identifiables a des fonctions égales presque partout (c.f. [GW90, Proposition 22.1.6]).
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10. Le principe d’incertitude de Heisenberg-Gabor

10.1. L’espace de Sobolev #2(R) joue un role important dans la mécanique quantique
unidimensionnelle (et par extension dans d’autres cas); cela peut se comprendre, en par-
ticulier a cause de la présence du laplacien dans I'équation de Schrédinger. Dans ce para-
graphe nous nous plagons dans /#?(R) pour démontrer une version du « principe d'incer-
titude de la théorie du signal sur L*>(R) » aussi appelé « principe d'incertitude de Heisenberg-
Gabor ». Considérons pour cela que f soit une fonction de la sphere unité de L?(R), de
sorte que (c.f. théoréme de Plancherel) sa transformée de Fourier f = 3[f] est aussi une
fonction de la sphere unité de LQ(R); en d’autres termes, les mesures positives finies
pr(dz) = |f(x)|*dz et p f(dy) = |f(y)Pdy sont toutes les deux des probabilités. Rappelons
alors (c.f. § 8.4) que les « k-eme moments » de iy et p i (s’ils existent) sont respectivement

mi(g) = [ @Pde et my(ug) = [ oF17)Pdy

Par définition les moments d’ordre 0 de 1. et u i valent tous deux 1 ; les moments m (1 5)
et my(up) (lorsqu’ils existent) représentent les « positions moyennes » respectives de iy et
pij + cela explique en particulier la dénomination donnée a I"opérateur position @ défini
au § 6.2, du fait que (sous réserve que f soit dans le bon sous-espace de L?(R)) :

mi(up) = [ alf@)Pdo= [ of@) @z = (Q1F) = {£QF) = (7]Ql1)

(et de méme pour m(u f))' D’autre part, lorsque les moments d’ordre 1 existent, les
«écartd types » de pp et ju; sont les quantités (finies ou infinies) suivantes :

o(1g) = \fma(g) -ma(g)? et o(ug)i=\/ma(up) - ma(p;)?

Théoréme 10.1 (Heisenberg-Gabor). Soit f une fonction de I'espace de Sobolev s#*(R) t.q.
[ 1f(z)|?dz = 1 et dont la transformée de Fourier f est aussi dans #°*(R) ; si s (dz) = | f(x)[?dx
et uf(dx) = |f(x)[da, alors les écarts types o(p) et a(uf) sont finis et vérifient :

o(pg)o(ps)21/2
Nous commengons par démontrer deux lemmes intermédiaires.

Lemme 10.2. Soit f une fonction de L*(R) t.q. [ |f(x)|>dx = 1 et dont la transformée de Fourier
f = §[f] appartienne & l'espace de Sobolev #>(R) ; alors les deux premiers moments m (p )
et mo(piy) de la mesure de probabilité ps(dx) = | f(x)|*dz sont finis.

Preuve. Le fait que f soit dans #2(R), assure que zf(z) et zf(z) sont des fonctions
de L*(R) (c.f. Théoreme 9.10) : cela entraine que z|f(z)* = (zf(x))f(x) et 2% f(z)]* =
(xf(x))(xf(x)) sont toutes deux des fonctions de L!(R).

g

Lemme 10.3 (Recentrage). Soient juy(dz) = |f(z)[dx et ,uf(dy) = |f(y)dy, ot f une fonc-
tion de I'espace de Sobolev S#*(R) t.q. [ |f(x)|*dx = 1 et dont la transformée de Fourier f est
aussi dans 72 (R). Si nous notons pi4(dz) = |g(z)[*dz et pg(dy) =1g(y)[*dy ot

—imi (pg)x

g(x) = fz+mi(pg))e



70 (2016) B.I.A.A. no 103 Eric OLIVIER

(avec §(y) = § [9](y)) alors les deux probabilités i, et 1, sont centrées ™ et de plus :

o(pg) =/ma(pg) =o(py) et o(pg) =/malug) =o(up)

Preuve. Le Lemme 10.2 assure que les deux premiers moments des probabilités s s et 14
existent : par le calcul direct il vient pour k = 1,2 (en posant u = x + m (1)) :

mk(ug)=/xk|f(:c+m1(uf))efim‘(“f”)“2da:=f(u—ml(uf))k|f(u)|2du

Par suite, m(py) = 0 pour k = 1 et pour k = 2 il vient ma(py) = o(ps)?. Par la Proposi-
tion 6.2 nous obtenons de méme que m; (y15) = 0 avec ma(pug) = a(uf)2 du fait que

9060 = [ 1o maCup))e ™ 0] = )0

g

Preuve de Théoréeme 10.1. Le fait que f et f= & [ f] soient des fonctions de 1'espace de
Sobolev #?(R), assure d"une part (c.f. Lemme 10.2) que les deux premiers moments des
probabilités 1 et p; existent : en particulier les écarts type o(uy) et o(up) sont finis.
D’autre part, d’apres le Théoreme 9.10, I'hypothese f € J#?(R) assure aussi que (dans
L?(R)) nous avons § [ f'](y) = iy f(y), de sorte que par I'identité de Plancherel

5) [ @Pda= [Py = [ 1@y =ma(y)

Enfin (nouvelle application du Théoréme 9.10) z f (x) est une fonction de L?(R) n €' (R) :
mais la fonction f(z) elle méme étant aussi dans L?(R) n ¢! (R), la fonction z|f(x)|* est
dans L' (R)n%*(R) : il existe donc deux suites de réels ajas, . .. et by, by, ... avec a, - —oo
et b, — +00, t.q. an|f(an)* et by|f(b,)|? tendent vers 0 quand n — +co. Comme f(z) est
dans ¢'(R), la fonction = — |f(x)> = f(z)f(x) est elle aussi dans %' (R) et de plus
(|1f(2)[*)" = 2ve(f(x) f(x)"). Grace & une intégration par parties (classique) sur l'intervalle
[an ; by ], nous obtenons pour toutn > 1 :

[Py e = [alr@?]” - [ )P
Dans la limite ot1 n — +00, la convergence dominée entraine que
[ (5 @P) e == [ 17()Pde=-1
Nous pouvons alors écrire :
fx(f(x)m)’dx < f |2z ve ( () /(@) )| der < 2 f [ () /()|
Or zf(x) et f'(z) étant dans L?(R), par « I'inégalité de Cauchy-Schwarz » il vient :

1 s2( [ x2|f<:c>|2d:c)1/2( ] \f’(w)\zdw)m

c’est-a-dire en utilisant (55) :

(56) 1<2\/ma(pg) \/ma(py)

La conclusion découle directement du lemme recentrage (c.f. Lemme 10.3) a partir de
)e—iml(uf‘)x'

]_:

I’équation (56) en considérant la fonction g(x) = f(z +m(u)

54. En ce sens que leurs moyennes respectives m (1i4) et mi(p;) sont toutes deux nulles.
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g

10.2. Le cas d’égalité de 'inégalité de Heisenberg-Gabor — dans .7 (R) — peut se déduire
simplement de I'argument précédent, du cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Corollaire 10.4. Les fonctions gaussiennes p(x) = ¢(0) e 12 (g > 0) sont les seuls signaux

(normalisés et centrés) de ./ (R) vérifiant le cas d’égalité de 1'inégalité de Heisenberg-Gabor.
Preuve. Si i, = |o(z)[*dz et ug = |§(y)|*dy sont les probabilités associées a un signal ¢ (z)
de .7 (R) supposé normalisé et centré, alors par une intégration par partie :

[ x(2g0(m)<p'(:n))d:c = - / ©*(x)dx = -1

de sorte que (c.f. argument du Théoreme 10.1)
1/2

[ e @]<( [ 2ema) " ([ (@) )=o)t

Nous déduisons alors de la suite des inégalités dans (57) et du cas d’égalité I'inégalité de
Cauchy-Schwarz (réel), que le cas d’égalité dans 'inégalité de Heisenberg-Gabor (i.e. si
o(pe) o(py) = 1/2) est équivalent a I'existence d’un nombre o réel t.q. ¢'(z) = —azp(x)
(I'introduction du signe « — » étant arbitraire); mais 1'intégration de cette équation dif-

térentielle est simples : elle est équivalente a la quadrature d/dx(cp(x)eMQ/ ?) =0, ce qui
—ax?/2

67) -

donne finalement ¢(x) = ¢(0)e . La condition ¢ € .’(R) entraine que a > 0.

O

10.3. Nous allons retrouver le cas d’égalité de I'inégalité de Heisenberg-Gabor de ma-
niere plus laborieuse, en étudiant directement les « fonctions gaussiennes a écart type com-
plexe » (c.f. § 6.3). Pour voir cela, soient a et b sont deux réels quelconques et notons

(58) Garip(z) = e~ (a¥ib)z?

Pour vérifier le cas d’égalité de 'inégalité de Heisenberg-Gabor (dans le cas centré), nous
considérons le signal gaussien normalisé ¢(z) = ©(0) Gueip(x) avec a > 0 et ot p(0) =
©(0) > 0 est la constant de normalisation (i.e. assurant que |¢| = 1), de sorte que

- axQ
s (d) = |p(a)Pda = |p(0)* e do

est une probabilité gaussienne centrée (i.e. m(p,) = 0) et d’écart type

(1) = ==
g =
Rel =9 /a
D’autre part, nous savons (c.f. Lemme 6.4) que
A 90(0) —(a+ib)z? —iyx (p(O) —y72~
y)=%& Y :—fe e dr = ————=e a+ib)
Ply) =&lellw) = o 2(a+1ib)

Par suite la probabilité

a,y2

sty = 1p(Pay - 1200 it g,
2V a? + b2

est aussi gaussienne centrée et d’écart type
a? + b2

a

o(pg) =
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Finalement nous obtenons la valeur exact du produit des écarts types de j, et 115, soit :

2
9 7o) = 5\ 1+ 5

Ainsi, pour le signal normalisé ¢ = ¢(0) e~ (arib)e? (a > 0), nous avons vérifié directement
I'inégalité o (1, )o(pp) > 1/2, le cas d’égalité ayant lieu ssi b = 0.
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Les fondements de la théorie de la relativité générale [extrait]
Albert EINSTEIN

Résumé. — Traduction | d’un extrait de « Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheo-
rie » par A. Einstein, publié dans « Annalen der Physik. IV. Folge. Band 49. » (Traduction
par Jean-Michel KNIPPEL).

La théorie décrite dans ce qui suit, représente probablement
la généralisation la plus large de la théorie, désignée actuellement
comme «la théorie de la relativité » ; cette derniere, je la nomme
par la suite « générale », pour la distinguer de la premiere, «la
théorie de la relativité restreinte », que je supposerai connue. La
généralisation de la théorie de la relativité a été tres facilitée par
la forme qui a été donnée a la théorie de la relativité restreinte
par Minkowski, un mathématicien qui a révélé clairement 1"équi-
valence formelle des coordonnées spatiales et des coordonnées
temporelles, et qui a été exploitée dans la construction de la théo-
rie. Les outils mathématiques nécessaires a la théorie de la relati-
vité générale se trouvent dans le « calcul différentiel et intégral »
qui repose sur les recherches de Gauss, Riemann et Christoffel
sur des variétés non-euclidiennes et celles apportées par Ricci et
Levi-Civita dans un systeme et déja appliquées a des problemes
de la physique théorique. ]J’ai mis, dans la section B du présent
essai, tout ce qui nous est nécessaire ; le physicien, qui n’est pas
au fait des outils mathématiques supposés connus, trouvera une
aide développée de maniere simple et transparente, si bien que
I'étude de la littérature mathématique pour la compréhension du
présent traité ne sera pas nécessaire. Enfin, je suis reconnaissant
a mon ami, le mathématicien Grossmann, qui par son aide m’a
épargné, non seulement, I'étude de la littérature mathématique
spécifique, mais aussi m’a assisté lors de la recherche des équa-
tions du champ de gravitation.

1. On trouve la traduction de M. Solovine des trois articles historiques d’Einstein sur les fondements de
la relativité générale aux éditions Gabay (réimpression de 2009) ; notons que l'introduction ici traduite, ne
figure pas dans cette édition.
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1. Die Grundlage
. der allgemeinen Relativitdtstheorie;
von A, Einstein.

Die im pachfolgenden dargelegte Theorie bildet die denk-
bar weitgehendste Verallgemeinerung der heute allgemein als
. Relativitdtstheorie* bezeichneten Theorie; die letztere nenne

ich im folgenden zur Unterscheidung von der ersteren ,spezielle
Relativitatstheorie und setze sie als bekannt voraus. Die
Verallgemeinerung der ~Relativitdtstheorie wurde sehr er-
leichtert durch die Gestalt, welche der speziellen Relativitats-
theorie durch Minkowski gegeben wurde, welcher Mathe-
matiker zuerst die formale Gleichwertigkeit der r&umlichen
Koordinaten und der Zeitkoordinate klar .erkannte und. fir
den Aufbau der Theorie nutzbar machte. Die fir die all-
gemeine Relativitatstheorie ndtigen mathematischen Hilfs-
mittel lagen fertig bereit in dem ,,absoluten Differentialkalkill,
welcher auf den Forschungen von. Gauss, Riemann und
Christoffel iber nichteuklidische Mannigfaltigkeiten ruht und
von Riecci und Levi-Civita in ein System gebracht und
bereits auf Probleme der theoretischen Physik angewendet
wurde. Ich hdabe im Abschnitt B der vorliegenden Abhand-
lung alle fiir uns nétigen, bei dem Physiker nicht als bekannt
vorauszusetzenden mathematischen Hilfsmitte]l in moglichst
einfacher und durchsichtiger Weise entwickelt, so daB ein
Studium mathematischer Literatur fir das Verstindnis der
vorliegenden Abhandlung nicht erforderlich ist. Emndlich sei
an dieser Stelle dankbar meines Freundes, des Mathematikers
Grossmann, gedacht, der mir durch seine Hilfe nicht nur
das Studium der einschligigen mathematischen Literatur er-
sparte, sondern mich auch beim Suchen nach den Feldgleichun-
gen der Gravitation unterstiitzte.

Annalen der Physik. IV. Folge. 49. 50

VOUZZAVEDIBISAR : 100 ans (par Albert EINSTEIN)
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EDITORIAL : Jacques Arsac, astronome et informaticien

Maurice NIVAT !

Résumé. — (N.D.L.R. ) : Jacques Arsac est décédé en début 2014. Maurice Nivat nous
autorise a diffuser le texte qu'il a écrit pour ses obseques et qui est paru le 21 janvier
2014 dans "Un blog d’informaticien(ne)s de la Société Informatique de France"

(http :/ /binaire.blog.lemonde.fr).

Jacques Arsac était avant tout un homme
généreux. Astronome, ayant découvert 1'in-
formatique et ce qu’elle pouvait apporter a
I’astronomie et aux astronomes il n’a eu de
cesse d’en répandre 1'usage d’abord aupres
de ses collegues astronomes puis aupres de
tous ceux, nombreux, qui avaient besoin de
calculs.

C’est René de Possel qui a créé l'insti-
tut de Programmation mais, au vu et au
su de tout le monde, c’est Jacques Arsac
qui en était ’ame, le moteur, I'homme or-
chestre qui faisait tout car il y avait tout a
faire pour savoir un peu ce qu’était la pro-
grammation avant d’en diffuser 1’enseigne-
ment, pour délimiter un peu le champ de
la nouvelle discipline qui en France a pris
le nom d’'Informatique alors qu’aux Etats-
Unis, son pays natal, elle est restée science
des calculateurs (computers).

Comme il n’y avait rien, Jacques Arsac se
battait toute la journée et je pense une par-
tie de la nuit, pour écrire des compilateurs,
faciliter le travail de tous ceux qui voulaient
utiliser ce que nous appelions une machine
a calculer, pour jeter les bases d'un ensei-
gnement de la programmation, pour recru-
ter et former des gens qui puissent l'ensei-
gner, pour attirer des étudiants vers cette
nouvelle discipline, pour que les autres dis-
ciplines se poussent un peu pour faire de la
place a cette nouvelle venue. Il ne cherchait
rien pour lui-méme, il négligeait de publier
beaucoup des travaux qu’il faisait, il voulait

seulement que ¢a marche et que l'informa-
tique se développe, il faisait tout pour et il
a réussi.

Je ne peux m’empécher de penser quand
je pense a Jacques Arsac aux moines défri-
cheurs du onzieme ou du douzieme siecle.
A vrai dire il en avait la foi chrétienne, ar-
dente et exigeante, qui a accompagné toute
sa vie d’homme et de scientifique.

Jacques Arsac croyait tellement a ce qu’il
faisait, a 'avenir de sa discipline qu’il s’est
investi pendant dix ans pour en trans-
porter l'enseignement au lycée, payant la
aussi beaucoup de sa personne pour adap-
ter les enseignements, les matériels et les
logiciels et pour recruter et former des
professeurs capables d’enseigner 1’infor-
matique quelque soit leur discipline d’ori-
gine (c’était un point sur lequel il insistait
beaucoup, que tous devaient étre capables
d’apprendre et d’enseigner l'informatique).
Jacques Arsac a mis dans cette expérience
lycéenne tout son énergie, sa force de tra-
vail, sa foi en I'avenir et il a perdu : en 1995,
je crois un décret est venu mettre fin a dix
ans d’expérience de 1'enseignement de 1'in-
formatique au lycée, a vrai dire on n’a ja-
mais su pourquoi. Jacques Arsac en a été
profondément meurtri.

Les dernieres années de sa vie ont été
essentiellement occupées a une réflexion
sur la science et sa foi chrétienne qui 1’ont
amené a écrire plusieurs livres et a fonder

1. Membre du conseil scientifique de la SIF (Société Informatique de France).
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une association des scientifiques chrétiens
aujourd’hui bien vivante.

Jacques Arsac a été avant tout un homme
d’action, surtout soucieux de faire parta-
ger son savoir, dont I’action a permis a 'in-
formatique de se développer rapidement a
I'université de Paris, et un homme de foi,
foi en la science, foi dans le progres que
pouvait apporter ces insupportables ma-
chines a calculer qui jusqu’en 1981 et 1’ave-
nement des PCs étaient vraiment délicates

Maurice NIVAT

a manier pour des performances ridicules
a coté de la moindre tablette d’aujourd hui.
Un des tous premiers en France, il a cru en
ces machines qu’il manipulait en virtuose,
si imparfaites fussent-elles, et il a annoncé
la place qu’elles allaient prendre dans nos
vies. Tous les informaticiens et utilisateurs
de machines actuelles lui sont redevables
de sa vision prophétique.

I
a
e
=L

&B. Eymann

Jacques Arsac
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Le nombre d’or, 7 et la pyramide de Khéops : une analyse arith-
métique
Christian FAIVRE ! 2

Résumé. — Le nombre d’or et 7 sont présents partout dans la grande pyramide de
Khéops ainsi que dans la coudée (I'unité de mesure des anciens Egyptiens). En effet,
de nombreuses proportions (issues de mesures de la grande pyramide) donnent des
valeurs trés proches de m ou bien du nombre d’or. Le but de cet article sera d’expliquer
ces diverses relations.

1. Deux approximations de 7

Nous allons débuter cette étude par deux approximations de 7 (dont 1'une au moins est
trés connue) qui permettront de mettre en évidence la méthodologie générale qui sera
explicitée par la suite.

Tout le monde connait la célebre approximation :1% de m d’Adrien Métius. C’est une
fraction simple mais remarquablement proche de 7. En fait les six premiéres décimales

de 3253 sont exactement les mémes que celles de 7. En effet

113
355 = 3.14159292.--
113
alors que

m =3.14159265--

Donnons un autre exemple (toujours une approximation de 7) due au génial mathéma-
ticien Indien S. Ramanujan mort prématurément a I’dge de 33 ans. L'approximation de
Ramanujan de 7 est

1 /2143

22
Cette approximation est encore meilleure que celle d’Adrien Métius car cette fois les huit

premieres décimales sont les mémes que celles de 7 :

v/ 23 3 1415026525
22
alors que

1) 7 = 3.1415926535--

Il est naturel (a la lumiere de ces deux exemples) de se demander comment on peut trou-
ver de telles approximations. Est-ce simplement en cherchant plus ou moins au hasard ou
bien y-a-t-il un moyen plus systématique d’y parvenir ? Cela pourrait étre envisageable
pour 'approximation d’Adrien Métius mais semble difficilement crédible pour celle de
Ramanujan (comment penser a une approximation faisant intervenir la racine quatriéme
d’une fraction). C’est ce que nous allons voir dans la section suivante.

1. Université d’Aix-Marseille
2. christian.faivre@Quniv-amu.fr
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2. Le développement en fraction continue

En fait il existe un outil pour trouver de telles approximations : c’est le développement
en fraction continue. Celui-ci est I'outil de base pour trouver les meilleures fractions qui
approchent un nombre donné. Le début du développement en fraction continue de 7 est
(voir ’annexe A pour une introduction aux fractions continues) :

7=1[3,7,15,1,292,.. ]

On constate que le quatrieme quotient partiel est un nombre assez élevé (292), en fait
un nombre inhabituellement grand pour un quatriéme quotient partiel. Donc la fraction
[3,7,15,1] va étre une bonne approximation de 7. Calculons donc cette fraction. On a

1

[3,7,15,1] =3 + .

7+

1
15+ —
1

Donc
1

[3,7,15,1]

I
w
+

1
7T+ —
16

16

- 3+
Jr7><16+1

16

= 3+—
113

339 + 16
113

355

113

c’est-a-dire précisément 1’approximation d’Adrien Métius. Il est intéressant de regarder
les autres fractions que 'on déduit du début du développement en fraction continue de
7, c’est-a-dire

[3,7], [3,7,15], [3,7,15,1,292]

On a
1
[3,7]:3+?, [3,7,15] =3+
7T+ —
15
et
1
[3,7,15,1,292] =3 + I
7+
1
15+
1
1 -
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Apres calcul, on trouve

22 333 103993
[3,7] = —, [3,7,15] = —, (3,7,15,1,292] =
7 106 33102

(voir 'annexe A4 pour une méthode de calcul plus rapide de ces fractions). La fraction

% est une fraction classique tres simple proche de 7 (cela peut se deviner a cause du

quotient partiel 15 modérément grand) puisque

22
22 231428
7
Quant a 233, ¢’est une fraction du méme ordre de complexité que 222 mais moins bonne
que celle d"Adrien Métius puisque
333

— =3.141509---
106

103993

7
33102 # € €st

(quatre décimales exactes au lieu de six avec A. Métius). Quant a la fraction

une approximation meilleure que celle d’Adrien Métius puisque
103993
33102

(neuf décimales exactes avec 7, voir (1)) mais c’est une fraction nettement plus complexe.
Ainsi, on peut dire que l'approximation d’Adrien Métius réalise le meilleur compromis

= 3.1415926530---

approximation-complexité.

Apres avoir constaté la présence d'un grand quotient partiel dans le début du déve-
loppement de 7, il est assez naturel de se demander si le méme phénomene se produit
dans les puissances de 7. En ce qui concerne 1’approximation de Ramanujan, il faut re-
garder le développement en fraction continue de 7%. On a

7 =197,2,2,3,1,16539,1,...]

La encore, on remarque un trés grand quotient partiel (16539) parmi les tous premiers
quotients partiels (c’est le cinquiéeme quotient partiel) et donc la fraction [97,2,2,3,1]
sera une excellente approximation de 7 i.e.

7t ~[97,2,2,3,1]

Mais
2143
[97,2,2,3,1] = ——
22
aprés un calcul élémentaire comme plus haut, d’ot1 I'approximation
e 2143
22
et donc
_a[2143
V22

I est a noter qu'un phénomene aussi net de grand quotient partiel (parmi les tous pre-
miers quotients partiels) ne donne un résultat vraiment intéressant que pour 7 et 7 (et
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dans une moindre mesure pour 73) au moins si ’on examine les dix premiéres puissances
de 7 comme le montrent les développements en fraction continue :

[3,7,15,1,292, .. ]

3
I

w2 = [9,1,6,1,2,47,1,...]
™™ = [31,159,3,7,...]
= [97,2,2,3,1,16539,1,...]

[

[

[

[306,50,1,4,60,1,...]
= [961,2,1,1,3,..]

[

[

[

[

= [3020,3,2,2,3,2,...]

™ = [9488,1,1,7,1,1,...]
= [29809,10,14,1,9,...]
0 = [93648,21,15,1,4,2,...]

Le développement de 73 montre donc que 31 est une bonne approximation de 73. En fait
7 = 31,0063

Il est tres raisonnable d’imaginer que le grand quotient partiel 292 dans le développement
en fraction continue de 7 a di inciter Ramanujan a regarder si un phénomene analogue
avait lieu dans les puissances de 7. La mise en évidence claire de ce phénomene dans 7*
I’a donc conduit a proposer ’approximation de =, soit

4 /2143

22
3. A larecherche de relations simples entre 7 et le nombre d’or

Rappelons que le nombre d’or (noté ici G) est égal a :

1+5
2
On va essayer ici de mettre en évidence des relations entre 7 et G en utilisant la méme
méthodologie, c’est-a-dire des développements en fraction continue et la présence de

G =

grands quotients partiels dans le début du développement.

3.1. Relation entre 7 et G2. La premiere relation sera une relation entre et G2 Si on
regarde le développement en fraction continue de 7/G?, on a

s
E = [1’572175, 2787607 . ]

On voit un grand quotient partiel (2175), donc la fraction [1, 5] sera une bonne approxi-

mation de 7/G? :
s
e i [1,5]

Mais L6
1,5]=1+-=-
[1,5] -
donc on en déduit 6

T~ —G?
)
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A titre de vérification, comparons les développements décimaux de 7 et g G?:
m=3.14159--- ~ 3.1416

alors que

g G? = 3.14164---

3.2. Relation entre \/G et 7. Essayons maintenant de trouver une relation entre 7 et /G.
Si on regarde le développement en fraction continue de 7v/G on a
™G =[3,1,259,1,13,.. ]

La présence du grand quotient partiel 259 implique donc que

™G = [3,1]
Comme .
[3,1] =3+ 1- 4
on a donc
w@ ~4
d’ou A
VG=4
T

A titre de vérification, comparons ici aussi les développements décimaux de /G et %.
VG =1.2720- ~ 1.272

alors que

4 9739 21973
v

3.3. Autres relations en entre 7 et G. Nous avons également cherché s’il existait d"autres
relations du type

W:BGO‘
q

ol § est une fraction simple. Remarquons que les deux approximations obtenues précé-
demment, c’est-a-dire

4
7T:§G2 et VG~ =

5 ™
correspondent respectivement a v = 2 et o = —% puisque
4
N
™
est équivalente a
4
Ty ——=4G 2
VG
Nous avons étudié cela pour toutes les valeurs « suivantes
1 1 1 1
-3 -2 -1 -- -- - -1 23
2 3 3 2

Comme plus haut nous avons utilisé le développement en fraction continue de 7/G*.
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En conclusion cela n’a rien donné, sauf pour les valeurs déja citées plus haut, c’est-a-dire
a =2 et o = —3. Par exemple pour a = 3 on obtient
T

Ga " [0,1,2,1,6,1,2,1,1,8,...]

4. Quelques applications

4.1. m, G etlavaleur de la coudée. L'unité de mesure des anciens Egyptiens est la coudée
qui vaut approximativement 52 cm. Il existe d’ailleurs une regle en bois d"une longueur
d'une coudée exposée au musée du Louvre a Paris (figure 1). Cette reégle date du pha-
raon Toutankhamon (qui a régné entre 1336-1327 av. JC, 18° dynastie) et a appartenu a
Maya son ministre des finances. Cette regle a une longueur indiquée de 52.3 cm. Il est a

-

FIGURE 1. Une coudée égyptienne (Musée du Louvre).

noter que la valeur de la coudée a légerement varié au cours de I'histoire. Essayons de
déterminer la valeur qu’elle avait lors de la construction de la pyramide de Khéops.

Tous les auteurs s’accordent sur les dimensions idéales de la pyramide : 280 coudées
pour la hauteur et 440 coudées pour le coté de sa base. Les mesures réelles des quatre
cotés de sa base faites par le Survey Department of Egypt donne les valeurs suivantes (en
metres)

230.391 230.357 230.253 230.454

La meilleure estimation de la valeur théorique du coté est alors de prendre la moyenne
de ces quatre valeurs, ce qui donne 230.3637. Si on divise cette valeur par 440, on obtient
une approximation précise de la valeur de la coudée égyptienne et cela donne 0.5236 en
fait plus précisément

0.5235539-

Ainsi 52.36 cm semble étre une estimation tres précise de la coudée de la pyramide de
Khéops. Certains auteurs (comme par exemple J.P Lauer ) optent pour la valeur 52.36 cm
pour la coudée alors que d’autres (comme par exemple J. Dorner) ont proposé 52.35 cm.
C’est d’ailleurs la valeur utilisée par 1’architecte G. Dormion ([Dor04] p.48) dans son livre
sur la pyramide de Khéops.
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La coudée n’est pas une unité propre aux anciens Egyptiens mais se retrouve aussi
chez les batisseurs de cathédrales. On emploie aussi I’empan et le pied ainsi que la palme
et la paume (voir figure 2). Toutes ces mesures sont censées étre dans les proportions du
nombre d’or, c’est-a-dire que le pied est égal au produit de G par 'empan, et la coudée
est égale au produit de G par le pied i.e.

pied = G xempan, coudée = G x pied
Ainsi
coudée = G* x empan
Or la valeur standard de 1'empan est de 20 cm. Avec cette valeur cela donne pour la
coudée (en centimetres)
20G” = 52.3606- -
c’est-a-dire 52.36 cm avec une trés bonne précision. Il semblerait donc évident que la

coudée égyptienne est reliée au nombre d’or. Mais d"une maniére étonnante cette coudée
est aussi reliée a 7 car

T . 0.5236
6

En effet
% — 0.5235987---

donc une coudée vaut approximativement 7/6 metres. Mais ceci peut s’expliquer par la

relation
T 6 G?
)
que l'on a déja vue. En effet, on a alors
TG
6 5
d’ou
T 20 G?
6 100

comme 20 G? est approximativement la valeur de la coudée (en centimetres), on a donc
que g est approximativement la valeur de la coudée en metres.

AN w%% % :

1/G* 1/G 1 G G?
paume palme empan pied coudée

FIGURE 2. Les unités basées sur le corps humain
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4.2. Une autre relation céleébre. Il existe aussi une autre relation étonnante reliant 7, le
nombre d’or et la coudée, c’est

7 — G? ~ 1a coudée en metres

En effet
7 —G? =0.523558--

Mais cette relation peut encore se déduire facilement de

6
T~ — G2
)
En effet, on en déduit alors
T-G x 2GP-GP
5
1
~ G2
5
Mais comme on I’a déja vu plus haut 1 G? est une approximation de la valeur de la coudée
en metres :
L2 20 G?
5 100
Ainsi

7 — G? ~ 1a coudée en metres

4.3. La pente de la pyramide de Khéops. Comme on 'a déja dit, la plupart des auteurs
s’accordent sur les dimensions initiales de la pyramide : la base est un carré de 440 cou-
dées de coté et la hauteur est égale a 280 coudées. Tout au moins ce sont tres vraisembla-
blement ces dimensions que les anciens Egyptiens avaient en téte lorsqu’ils ont bati cette
pyramide (notons cependant qu’il n’existe aucun document mentionnant les dimensions
initiales de la pyramide de Khéops). Ce qui donne une pente (pour les faces) égale a

280

220
c’est-a-dire apres simplification

14

11
Si la pyramide est construite suivant le nombre d’or, sa pente devrait étre égale a /G car
ce serait la pente dans le triangle rectangle de cotés 1, /G et d’hypoténuse G (voir figure
3). Nous rappelons que le nombre d’or vérifie la relation

G*=G+1

et que C’est cette relation qui montre que le triangle de cotés 1, /G et d’hypoténuse G est
bien rectangle (la pente est ici le rapport entre le coté opposé et le coté adjacent). Or il se
trouve que la fraction 14/11 est assez proche de /G puisque

14

212120 VG 212720
En fait ce n’est pas une coincidence et le lien entre 14/11 et /G est encore plus évident si
on regarde le développement en fraction continue de v/G. On a alors

VG =11,3,1,2,11,3,5,1,...]
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P B

FIGURE 3. Proportions suivant le nombre d’or

Les premieres fractions déduites de ce développement sont

4 ) 14
1,3 == 1,3,1] =~ 1,3,1,2| = —
[ ) ] 3 ) [ Y ) ] 4 ) [ ) ) ) ] 1 1
On voit donc que 14/11 est la troisieme réduite du développement en fraction continue
de v/G. La réduite suivante approche mieux mais la fraction est moins simple :

1
[1,3,1,2,11] = 159
125

Notons que 4/3 est la pente utilisée dans la pyramide de Khéphren et que 5/4 est celle de
la pyramide de Mykérinos.

4.4. La pyramide du Louvre. Voici la méthode utilisée par Pei (I'architecte de la pyra-
mide du Louvre) pour déterminer la hauteur de sa pyramide. Si la base de la pyramide
est un carré de coté a alors on considere le cercle ayant méme périmetre que le carré
(voir figure 3). Le rayon de ce cercle est la valeur qu’il faut prendre pour la hauteur de
la pyramide. Dans son livre [Goy90, p. 88], I'égyptologue G. Goyon donne cet argument
faussement attribué a Hérodote. En fait c’est simplement un argument géométrique pour
faire apparaitre une pente égale a 2. En effet, essayons de traduire cela mathématique-
ment. Si R désigne le rayon de ce cercle, alors on a

4a = 2R
soit
R-2
La valeur de la pente est alors égale a :
R 2a/m 4
a2 al2 T

Comme on 1'a vu % est proche de v/G donc on obtient quasiment la méme pente (et donc
la méme hauteur) par cette méthode qu’avec celle basée sur le triangle d’or.
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4.5. Autres remarques. Si une pyramide a base carré est construite suivant un triangle
d’or, alors on en déduit de nombreuses égalités faisant intervenir = ou G. Cela n’a rien
de surprenant et découle du choix du triangle d’or et/ou des relations entre 7 et G vues
plus haut. On se contentera d’en citer deux.

a) L'aire formée par les quatre faces de la pyramide divisée par l'aire de la base est
égale a G. En effet, comme on le constate facilement si on prend comme unité la demi-
base, alors la hauteur du triangle formée par une face est égale a G (voir figure 3); donc

I’aire de la face est
2x G

2
(rappelons que l'aire d'un triangle est égale a la base multipliée par la hauteur et divisé

par 2). Donc pour les quatre faces, on obtient une aire totale égale a 4G. Par ailleurs 'aire
de la base est égale a 2 x 2 = 4, d’ot1 'on obtient
4xG
4
b) Le demi-périmetre de la base divisé par la hauteur de la pyramide vaut (approxi-
mativement) 7. En effet, la hauteur est égale a /G (voir figure 3), le demi-périmetre vaut

-G

-G

4, d’ou 'on obtient

Mais comme VG =~ % ona

- al

4

Yeh

Pour la pyramide de Khéops, les relations décrites dans a) et b) sont vérifiées approxima-
tivement : tout cela découle du choix de la pente de 14/11 (qui est proche de \/G) et qui

2
3 |4>‘
I
3

fait que cette pyramide est approximativement construite suivant un triangle d’or.

5. Conclusion

Dans ce qui précede, nous avons vu les approximations :

4
) w:§G2 VG~ =

7r
Ces approximations sont des particularités arithmétiques entre 7 et le nombre d’or (et 'on
a vu comment on pouvait les obtenir naturellement avec le développement en fraction
continue) et elles n’ont rien a voir avec la pyramide de Khéops.

En revanche on retrouve G dans ce monument : la valeur de la coudée, ses dimen-
sions, notamment sa pente égale & 14/11 qui est une approximation de /G (la pente du
triangle d’or). Ceci n’est pas vraiment étonnant car on retrouve le nombre d’or dans de
nombreuses constructions de I’Antiquité (ainsi que dans les cathédrales) et ces construc-
tions nous paraissent harmonieuses.

Une question récurrente est de savoir si les Egyptiens de 1’Ancien Empire connais-
saient le nombre d’or. Pour ma part j’en suis convaincu. On pourrait penser que la pré-
sence du nombre d’or dans la pyramide de Khéops n’est qu'une coincidence : les Egyp-
tiens auraient choisi la pente 14/11 parce ce qu’elle conduisait &8 un monument harmo-
nieux et qu’il s’agissait dune fraction simple. Or la fraction 14/11 n’est pas seulement
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une approximation de /G mais elle apparait dans le développement de /G en fraction
continue (elle fait partie en quelque sorte de ’ADN de +/G). Par ailleurs, les Egyptiens
de cette époque ne connaissaient peut-étre pas le nombre m mais on le retrouve souvent
dans la pyramide de Khéops du fait de la présence de G et des approximations (2) citées
plus haut. On peut résumer cela simplement en disant

«Quand ily a G, il y a et réciproquement »

D’autre part, il existe peu de traces sur les connaissances mathématiques des Egyp-
tiens de cette époque et cela nous ameéne a rester prudent. Cependant quelques problemes
issus du papyrus Rhind peuvent laisser perplexe. Citons en particulier le probleme 56
(voir par exemple [Goy90] p. 96) ot 'on demande le résultat de la division de 180 par
250. Le résultat est donné (sans démonstration) sous la forme

1 1 1
2 5 50
C’est ce que I’on appelle maintenant la décomposition égyptienne de la fraction % :
180 1 1 1
_— = — 4+ — 4+ —
250 2 5 50

C’est exactement ce que 1’on obtient en utilisant ’algorithme classique pour obtenir ce
type de décomposition. Il semblerait donc que les Egyptiens connaissaient cet algorithme
bien qu’ils n"aient aucun symbole (selon la these officielle) pour représenter les fractions
générales de la forme p/q, mais seulement les fractions du type 1/q.

Annexe A : introduction aux fractions continues

Cette annexe donne une introduction (sans démonstration) a la théorie des fractions
continues pour permettre au lecteur non familier avec cette théorie de lire ce qui pré-
cede. Une fraction continue est une expression de la forme

1
a+ -
b

ou bien de la forme

ou bien de la forme

c+—

d
et ainsi de suite... Ici a, b, ¢, d sont tous des nombres entiers > 1 sauf éventuellement le
premier a pour lequel on exige a € Z. Comme ces expressions sont trop encombrantes, on
emploie usuellement la notation suivante

bl=a+ —
[a,b) =+
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c+—

etainsi de suite... Dans une fraction continue, comme par exemple [a, b, ¢, d], les nombres
a,b,c,d sont appelés les quotients partiels pour une raison que 1’on expliquera par la suite.

A1 : développement des nombres rationnels. Tout d’abord toute fraction de nombres
entiers (i.e. un nombre rationnel) peut s’écrire sous la forme d’une fraction continue,
c’est-a-dire que si § est une fraction en nombre entiers, alors il existe m > 0, ag € Z et
ai,...,am, > 1 entiers tels que

SZ [ao,al,...,am]

10

5 alors on a

Par exemple si 1’on considere la fraction

1
0 0,1,1,2,3]
17

Pour trouver le développement en fraction continue d’une fraction on emploie 1’algo-
rithme d’Euclide qui permet de trouver les quotients partiels par une succession de di-
visions en nombres entiers (encore appelées divisions euclidiennes). Exposons-la sur un
exemple (le cas général est identique).

Soit a décomposer par exemple % en fraction continue. On effectue tout d’abord la
division euclidienne de 39 par 14. Si on pose cette division le quotient est 2 et le reste 11
donc

39=14x2+11

Ensuite on divise le diviseur de cette division (c’est-a-dire 14) par le reste (c’est-a-dire 11).
On obtient un quotient de 1 et le reste est 3 donc

14=11x1+3

Ensuite on recommence avec en faisant a chaque fois la division du diviseur par le reste
de la division précédente et on continue jusqu’a obtenir un reste égal a 0. Ici cela continue
par la division de 11 par 3, on obtient 11 = 3 x 3 + 2, puis la division de 3 par 2 donc
3 =2x1+1 etenfin on divise 2 par 1 ce qui donne un quotient égal a 2 et un reste nul i.e.
2=1x2+0.Enrésumé, on a

39 = 14x2+11
14 = 11x1+3
11 = 3x3+2
3 = 2x1+1

2 = 1x2+0
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On en déduit comme on va le voir qu’alors
39
—=[2,1,3,1,2]
14
i.e. les quotient partiels sont les quotients des divisions successives, ce qui justifie la dé-
nomination de quotients partiels. En effet, on déduit des égalités plus haut (en divisant a

chaque fois par le diviseur) que :

39 11
P — 2+_
14 14
14
- = 1_;,_3
11 11
1_1 - 3+2
3 3
§ = 1+1
2 2
Alors de proche en proche :
@ - 2+E
14 14
1
= 2+
3
1+—
11
1
= 2+
1
1+
3+ -
3
1
= 2+
1
1+
1
3+
1+ =
c’est-a-dire 39
—=12,1,3,1,2
il ]

A2 : développement des nombres irrationnels. Si = est un nombre irrationnel, c’est-
a-dire un nombre qui ne peut pas s’écrire sous la forme d’une fraction d’entiers (il est
connu par exemple que 7, e (la base des logarithmes népériens) ou encore le nombre d’or
G sont des nombres irrationnels), alors on peut le représenter de maniére unique sous la
forme d’une fraction continue infinie, c’est-a-dire qu’il existe une unique suite de nombres
ap,ai,as,. .. (avec toujours ap € Z et aj, > 1 entier pour tout k > 1) telle que

x = [ag,a1,a9,...]
ol [ap, a1, ag, . ..] aici la signification suivante :
[ao,a1,a2,...] = lim [ag,a1,a9, ..., a,]
n—00

Dans une telle représentation ag est forcément la partie entiére de z.
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Le développement le plus simple est celui du nombre d’or qui est donné par
G=[1,1,1,...]

c’est-a-dire que le développement en fraction continue de G est constitué uniquement
de 1. On peut le trouver par exemple a I'aide du raisonnement suivant : comme G2 = G+1,
on a apres division par G :
1
G=1+—
G

Or écrivons le développement en fraction continue de G i.e. G = [ap, a1, a2, .. .]. On a alors

en remplagant
1
[ao,al,GQ,...] =1l+— = [1,&0,0,1,0,2,...]
[ag,a1,as,...]

Par unicité du développement en fraction continue, on en déduit
ap =1, ai=ap, az=al,
doncag=1,a1=1,as=1,...cest-a-dire
G=[1,1,1,...]

Un autre développement connu (mais plus difficile a démontrer) est celui du nombre e
(la base des logarithmes népériens) et qui est donné explicitement par

e=[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,...]

faisant apparaitre les blocs (1,2,1), (1,4,1), (1,6,1) etc... a partir du rang 1. En revanche
le développement en fraction continue de m n’est pas connu dans son ensemble (au sens
ol l’on ne connait pas actuellement de "formule" qui permettrait de décrire I'ensemble
des quotients partiels comme c’est le cas pour e ou bien GG par exemple). En régle générale
on se contente de calculer un certain nombre de quotients partiels et pour cela on passe
par le développement décimal de x. Plus précisément a partir d'un certain nombre de
décimales de = on va pouvoir obtenir un certain nombre de quotient partiels. La méthode
sera expliquée a I'annexe A6.

A3 : grands quotients partiels et approximation. Soit  un nombre irrationnel et soit
x = [ag,a1,az,...]

son développement en fraction continue. Dans cet article nous avons plusieurs fois utilisé
I'argument suivant : si a,, est un grand quotient partiel alors

x~[ag,a1,...,an-1]

ie. [ag,a1,...,a,-1] est une fraction qui est une bonne approximation de x. Essayons
maintenant de justifier cet argument. Pour simplifier, on va supposer par exemple que a3
est un grand quotient partiel. On peut écrire

3) T=ap+ ;

a2+A

al +
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avec
1 1
A = =
1 asz + B
as +
ayq + .
avec
1
B= :[0,a4,a5,. :|
a4 +
Comme 0 < B <1, o0nadonc
1 1
<A< —
asz + 1 as
Si a3 est grand, alors al—S ~0et a31+1 ~ 0 donc A ~ 0. D'apres I'égalité (3), on aura alors
1
T+ —— = [ao,a1,a2]
ap + —
a

A4 : autres résultats sur ’approximation par des fractions continues. Siz est un nombre
irrationnel, écrivons son développement en fraction continue

x = [ag,a1,az,...]

Pour tout n > 0, considérons alors la fraction continue
[ag,a1,a2,...,a,]

et écrivons-1a sous la forme d’une fraction irréductible Z—: avec ¢, >0:

DPn
- = [ao,al,CLQ, s 7an:|
qn

D’apres la définition du développement en fraction continue de z, on a

donc les fractions Z—: s’approchent de plus en plus de z lorsque n devient grand. On peut
méme donner un estimation de l'erreur. En effet on démontre que

On démontre aussi que les p, et ¢, peuvent se calculer de proche en proche a partir des
quotients partiels par les formules suivantes : on pose p_1 =1, py = ap et g-1 = 0 go = 1.
Alors pour toutn >1,ona

DPn =0nPn-1+DPn-2 €t qn=anqn-1+qn-2
Il est plus facile de calculer les fractions Z—Z de cette maniere que de les déduire de

Pn
— =[aog,a1,a2,...,a,]
dn



96 (2016) B.I.A.A. no 104 Christian FAIVRE

en calculant a chaque fois la fraction continue [ag,a1,az,...,a,]. A titre d’illustration
prenons le cas de 7. On a vu dans le texte que 7 = [3,7,15,1,292,...]. On en déduit donc
p-1 = 1
po = 3
p1 = Tx3+1=22
py = 15x22+3=333
p3 = 1x333+22=355
pa = 292 x 355+ 333 =103993
puisavecq-1=0,q0 =1
g1 = 0
g =1
q = Tx1+0=7,
q = 15x7+1=106
g3 = 1x106+7=113
qa = 292x113+106 = 33102

Ainsi

p1 22 Py 333 ps 355 ps 103993

a7 ¢ 106 g5 113 g 33102

A5: qualité de I’approximation par des fractions continues. On démontre que les frac-
tlons 2 déduites du développement en fraction continue d’un nombre irrationnel x sont
les mellleures fractions qu1 approchent x au sens suivant : si £ . (avec ¢ > 0) est une fraction
Pn

telle que ¢ < ¢, et ot P alors

el o]

dn q

c’est-a-dire que * est plus proche de z que ¢ B_Ainsi par exemple pour w, 'approximation

d’Adrien Metlus est la meilleure approx1mat10n de 7 parmi toutes les fractions g avec
0 < g < 355.

A6 : développer en fraction continue un nombre irrationnel. Cette section expose une
méthode pour trouver une partie du développement en fraction continue d’un nombre
irrationnel z si 'on connait une partie de son développement décimal. Dans la section
sur le développement en fraction continue d’un nombre rationnel nous avons vu que l'on
pouvait obtenir son développement en faisant uniquement des divisions euclidiennes en
nombres entiers. Ceci peut se programmer facilement sur une machine. Afin d’illustrer la
méthode pour un nombre irrationnel supposons par exemple que 1’on connaisse jusqu’au
trois premieres décimales de z. Par exemple supposons que

z =13.203.-

On considere alors les approximations décimales par défaut 13.203 et par exces 13.204 et
'on écrit ces approximations sous la forme d’une fraction, c’est-a-dire
13203 13204

1000 ’ 1000
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Ensuite on développe ces deux fractions en fraction continue comme on 1’a vu dans la
section Al. Apres calcul, on trouve

13.203 = [13,4,1,12,1,1,7], 13.204 = [13,4,1,9,5]

La plus grande plage de quotients partiels (a partir du début) commune aux deux déve-
loppements est alors le début du développement en fraction continue de z, c’est-a-dire ici

z=[13,4,1,...]
Prenons un autre exemple, celui de 7 = 3.14159265:--. On a suivant le méme démarche
3.141=[3,7,10,1,5, 2], 3.142 =[3,7,23,1,2]

Ainsi m = [3,7,...]. Donc on n’obtient qu'un seul quotient partiel en utilisant les trois
premieres décimales de m. Méme avec six décimales on n’obtient toujours qu'un seul
quotient partiel car

3.141592 = [3,7,15,1,84,6,2],  3.141593 = [3,7, 16,983, 4, 2]
En revanche avec 7 décimales, on a

3.1415926
3.1415927

[3,7,15,1,243,1,1,9,1,1,4]
[3,7,15,1,354,2,6,1,4,1,2]

donc cette fois on obtient trois quotients partiels et donc
m=[3,7,15,1,...]

Pour récupérer le quatrieme quotient partiel (c’est-a-dire 292) il faudrait utiliser les dix
premieres décimales de 7.

A7: quelques compléments. Donnons quelques compléments récents. Sil’on connait les
n premieres décimales d’un nombre irrationnel z, la méthode précédente permet donc
de déterminer avec certitude un certain nombre de quotients partiels. Notons k,(z) ce
nombre de quotients partiels. Il y a eu récemment plusieurs travaux autour de cette fonc-
tion k,. Premierement on connait son comportement asymptotique lorsque n — oo et
cela pour presque tous les nombres irrationnels = (le terme de "presque tout" a un sens
précis en mathématique mais on ne cherchera pas a le définir ici car cet exposé se veut
élémentaire). C’est un résultat dt & Lochs [Loc64]. Pour presque tout nombre irrationnel

x,ona
kn(x) 6log2log10
m =

I .

n—oo  n T
Comme la constante 61log 2log 10/ est proche de 1, on peut presque dire que lorsque n
est grand n décimales déterminent n quotients partiels.
Citons aussi un autre résultat plus récent sur £, qui permet d’avoir un résultat plus
concret [Fai98]. Lorsque n — oo la distribution des valeurs de

~ (0.9702

kn, — na
o\/n
se rapproche de la loi normale N (0, 1). Ici a désigne la constante

6log2log 10
a=—5

s
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et 0 > 0 est une autre constante avec o =~ 0.7708 (les quatre décimales sont exactes). En
fait la distribution de k,, est trés proche (méme pour les petites valeurs de n, en fait pour
n > 4) d’une loi normale

N(na-1,0/n)
oll le -1 est une correction de continuité (voir [Fai07] p. 85-91). Ceci permet de donner
concretement une borne précise. Par exemple, pour un niveau de confiance de 95%, sil’on
veut k quotients partiels (au moins), il faut prendre un nombre de décimales au moins

égal a
2
(—qa +v/q?0? + 4ak:)
4a?
avec ¢ = 1.96 et ot les constantes a et o ont été définies plus haut.
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Science et/ou Fiction. Transcription de la conférence enregistrée a

Marseille le 5 juin 1974.
Jean-Marie SOURIAU !

Résumé. - (N.D.L.R.) : « Science et/ou Science-Fiction » fait partie du cahier numéro 9 du
séminaire H.S.I.LESS. : « Séminaire d’Histoire et Sociologie des Idées et des Faits Scientifiques »
de I'Université de Provence et de sa Faculté des Sciences a Marseille. Le texte original
des débats de 1974 a été dactylographié a partir d"une bande sonore : il comporte des
coquilles ainsi qu'un nombre significatif de phrases approximativement retranscrites.
Pour ce numéro du Bulletin, nous nous sommes limités a une réédition de la partie in-
troductive exposée par Jean-Marie Souriau en préambule au débat. Nous avons essayé
de rendre le texte le plus lisible possible, tout en préservant son intégrité ainsi que son
caractere original, parfois haut en couleur et typique de sa forme orale originelle. (L'ori-
ginal du texte intégral de la conférence — introduction et débat — est mis a disposition
de toute personne intéressée sur simple demande.) Suivant le conseil de ’auteur, nous
avons aussi complété et vérifié un certain nombre de références; pour le confort du
lecteur, quelques notes historiques accompagnent ces précisions. Notons aussi que le
contenu de ce séminaire de Souriau a été retravaillée par I'auteur lui-méme (probable-
ment a partir de ses notes préparatoires), ce qui a donné une version trés aboutie dans
sa forme littéraire. Ce dernier texte — que vous pouvez lire dans le n°® 105 du Bulletin —
a servi de base a une publication dans la revue « La Recherche » d’octobre 1974.

Pour terminer ce préambule, rappelons que le "pourquoi de ces cahiers ?” du sémi-
naire H.S.ILES. a été développé dans le numéro zéro par 1’élucubration collective de
son équipe historique, dont notre ami Georges Chappaz en est la mémoire. Ainsi, nous
lisons dans ce numéro que « Les diverses conférences ont régulierement attiré un public
nombreux pour un petit centre comme la Faculté Saint Charles a Marseille (60 a 100 auditeurs)
[...]. Volontairement, nous avons conservé l'intégralité de I'ensemble des exposés, et méme au-
tant que faire se peut (dans la limite de 'intelligibilité) des "débats” qui ont suivi. Pour nous,
c’est l'ensemble, en tant que tel, qui présente un intérét et qui constitue un témoignage de ce
que peuvent étre dans un petit centre universitaire les préoccupations des scientifiques, leurs
problemes, leurs fagons spécifiques de les aborder ».

Je dois d’abord quelques excuses préliminaires
a l'auditoire [...] : finalement pour des raisons
tout a fait accessoires, je n’ai pas eu le temps de
préparer assez cette conférence et il y a beau-
coup de citations [données] de mémoire et sans
doute avec des erreurs. S’il y a des gens qui
peuvent me corriger, ¢a sera utile. Je voudrais
dire quelque chose de plus grave [...]. Sijai ac-
cepté de parler [de science-fiction], c’est tout a
fait par étourderie. Je ne me rendais pas compte
[..] que ce n'est pas du tout une conférence
qu'il fallait faire [...], mais plutdt un cours, ou 'y
consacrer une vie, car le sujet est tellement im-
mense [...].

[Je connais] au moins deux cours [sur le
theme de la science fiction] : un qui s’est passé

aux Etats-Unis et un qui s’est passé en France.
En France c’était dans une faculté de Lettres
a Paris; aux Etats-Unis c’était dans une école
militaire, ce qui prouve la différence de points
de vue sur ce sujet entre les Européens et les
Américains. Je reviendrai sur le cours américain
dans un instant.

Donc aujourd’hui je ne peux parler que d'un
certain nombre de points [...] qui m’ont paru
avoir un certain intérét, mais bien entendu ca
n’a aucune prétention. Il y a beaucoup d’autres
choses qu'il faudrait dire; si en particulier il y
a des gens ici qui n‘ont jamais lu de science-
fiction, il ne faut pas qu’ils croient qu’apres
cette conférence ils sauront de quoi il s’agit.
Bien entendu, il faut prendre en science-fiction,

1. Professeur de 'Université de Provence (1923-2012).
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les grands thémes et c’est la-dessus que je vais
organiser cette causerie.

[Parmi] les themes de science-fiction, il y en a
un qui est tout a fait rebattu, mais je pense qu’il
est impossible de le passer sous silence : c’est le
theme du voyage dans l'espace [...].

FIGURE 1 : (Source Wikipédia) Frontispice de « I’'Histoire
comique » contenant « Les Etats et empires de la Lune ».
de Cyrano de Bergerac. Edité a Amsterdam, en 1709. Le
narrateur s’éleve dans les cieux grice a des fioles de rosée.

Le premier roman de science-fiction auquel
je vais faire allusion est paru en 1657. Je vous
donne le titre exact : « Histoire comique des Etats
et Empires de la Lune » ; bon, je ne vous cache-
rai pas le nom de son auteur : ¢’était Cyrano de
Bergerac. C’est une ceuvre posthume (Cyrano
est mort en 1655) [...]. Il y a une allusion aux
moyens que Cyrano utilise pour se rendre dans
la Lune, des moyens qui sont assez fantaisistes

Jean-Marie SOURIAU

[comme] I'évaporation, la rosée du matin etc.
On peut dire voila de la fantaisie, voila un au-
teur qui a choisi ce sujet en 'air et qui a parlé de
¢a comme il aurait parlé d’autre chose. Cyrano
a également écrit [entre autres] une tragédie qui
s’appelait « La Mort d’Agrippine » [ainsi qu’]une
comédie qui s’appelait « Le Pédant Joué » (par
la suite un peu pillée par Moliére) : donc il a
choisi ce sujet parmi d’autres sujets. Je voudrais
faire une étude de I'ambiance dans laquelle ce
livre a été écrit qui montre que, contrairement
a cet aspect de fantaisie, c’est ’aboutissement
d’une intense période d’activité intellectuelle
et dans laquelle beaucoup de personnalités se
sont connues mutuellement. Je commence par
citer une date : 1600, Giordano Bruno a été
bralé pour différentes raisons — bien stir pour
ses opinions. Quel est le rapport entre Gior-
dano Bruno et Cyrano de Bergerac ? Cyrano de
Bergerac a cité effectivement Giordano Bruno
parmi les gens qui 'ont inspiré : comment ca
a pu se produire ? Eh bien, 'une des visions les
plus intéressantes de Giordano Bruno [...], c’est
la vision anti-aristotélicienne de 'espace infini.
Alors que pour Aristote — comme chacun sait —
il y avait une sphere, des étoiles et puis derriere
un peu de lumiére, des anges etc., Bruno semble
étre 'un des premiers — enfin il y avait Démo-
crite avant lui — qui ait essayé de rendre réaliste
[la vision anti-aristotélicienne] : cette notion de
I'infini, de I'espace.

Je cite un autre fait qui semble apparemment
sans lien. En 1609, Kepler publie ses deux pre-
mieres lois de la mécanique céleste. 1610 : Ga-
lilée publie le « Siderius Nuncius » dans lequel
il commence a révéler les découvertes [astrono-
miques] qu’il a faites [...] grace a la lunette per-
fectionnée qui porte son nom (mais qu’il n’avait
pas inventée) ; il découvre les taches du soleil,
les montagnes de la Lune : il suffit d’avoir une
lunette pour voir ces choses-la. Je dois citer une
autre personne, qui était professeur de Philoso-
phie a I'Université d’Aix, qui s’appelait Mon-
sieur Gassend qui a arrangé son nom en Gas-
sendi; c’était un véritable provencal — enfin il
est né a 10 km de Digne [...]. Gassendi a joué
un role important dans le mouvement des idées
a cette époque; en particulier il a correspondu
avec Galilée et il a fait des observations complé-
mentaires a celles de Galilée, quand il habitait
Aix : une de ses observations intéressantes était
une éclipse de lune.
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FIGURE 2 : (D’aprés Wikipédia-fr) : La « Gravure au pélerin » est une gravure sur bois
anonyme, qui réapparait dans le livre de Camille Flammarion publié en 1888, « L’At-
mosphere : météorologie populaire », au chapitre « La forme du ciel ».

Il faut que je revienne a Kepler; il a publié
sa troisieme loi en 1618. Ses trois lois permet-
taient de faire de la mécanique céleste; il a fait
des prédictions, construit des éphémérides et
a prédit un passage de Mercure devant le So-
leil, phénomene assez rare qui ne se produit
qu’une ou deux fois par siecle (la prochaine fois
ce sera le 10 novembre prochain). Gassendi a
observé [ce passage a partir d'un observatoire
aixois]. Il a fait mieux en 1640. Galilée avait
énoncé le principe [d'une expérience ot1] il ima-
ginait un bateau en mouvement de translation
rectiligne uniforme sous une brise favorable ;
du haut du mét on laisse tomber un projectile

[...] : 1e projectile va décrire une trajectoire para-
bolique, mais en raison du mouvement du ba-
teau on verra le poids tomber au pied du mat.
C’est un exemple qui avait été imaginé et pu-
blié par Galilée en 1639 [pour illustrer] la rela-
tivité du mouvement. En 1640, Gassendi a fait
I'expérience devant Marseille : il a pris un ba-
teau et il a réalisé [I'expérience] : c’était un es-
prit réaliste. Une autre ceuvre de Gassendi [a
été de dresser] 'une des premieres cartes de la
Lune. Au bout d'un certain temps la philoso-
phie ne lui a pas suffit — [Gassendi] est aussi
un peu Monseigneur sur les bords : il s’est fait
nommer Professeur de Mathématiques au Col-
lege de France en 1645 et ceci pour [la] raison

2. N.D.L.R.: (D’apres Wikipédia (fr) dans l'article sur Cyrano de Bergerac) : Dans une page célébre de sa
« Vie de M. de Moliere », parue en 1705, Jean-Léonor Le Gallois, sieur de Grimarest, tentera, dans des termes
peu flatteurs pour Cyrano, de justifier les emprunts que Moliére a fait a son ceuvre. Apres avoir indiqué que
le pere du futur comédien s’était résolu a I’envoyer au college des Jésuites, il écrit :

« Le jeune Pocquelin était né avec de si heureuses dispositions pour les études qu’en cing années de temps, il fit
non seulement ses Humanités, mais encore sa Philosophie. Ce fut au college qu'il fit connaissance avec deux hommes
illustres de notre temps : Mr de Chapelle et Mr Bernier. Chapelle était fils de Mr Luillier, [...] [lequel] n’épargna rien
pour [lui] donner une belle éducation, jusqu’a lui choisir pour précepteur le célebre Mr de Gassendi, qui, ayant remar-
qué dans Moliere toute la docilité et toute la pénétration nécessaires pour prendre les connaissances de la philosophie, se
fit un plaisir de la lui enseigner en méme temps qu’a Messieurs de Chapelle et Bernier. Cyrano de Bergerac, que son pére
avait envoyé a Paris sur sa propre conduite, pour achever ses études, qu’il avait assez mal commencées en Gascogne, se
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[...] quil fréquentait un cercle littéraire et philo-
sophique a Paris ; dans ce cercle figuraient des
gens comme Moliére justement et comme Cy-
rano de Bergerac?, si bien que lorsque Cyrano
arédigé dans cette ambiance parisienne son ro-
man de fiction, ¢’était réellement de la science-
fiction : [...] il était imbibé d’un milieu philo-
sophique et scientifique en un certain sens. Je
vous signale qu’il a bien été militaire, mais il a
abandonné la vie militaire a 1’age de 22 ans. Il
est mort [...] assassiné, peut-étre : enfin, il est
mort [mystérieusement] a 36 ans. En tout cas,
il fréquentait ce milieu littéraire [dans lequel] il
a créé une ceuvre fantaisiste; donc la fantaisie
ici n’est qu’apparente : il y avait toute une am-
biance intellectuelle et scientifique qui a donné
naissance a cette ceuvre dite de science-fiction.
Je vais prendre un deuxiéme exemple [...] qui
est trés connu : c’est [celui de Jonathan] Swift
qui s’est passé 100 ans plus tard. Swift a décrit
dans « Les voyages de Gulliver » (1726) un cer-
tain nombre de fantaisies et parmi ces fantaisies
quelque chose qui s’appelait Laputa. Je ne sais
pas s’il faut y voir une intention malveillante
[en rapport a] l'université 3 [mais] dans cette
université de Laputa, raconte Swift, les nom-
breux astronomes — [d’influents personnages
portés sur la politique] — avaient découvert a la
planete Mars, deux satellites qui vérifiaient les
lois de Kepler. Ce n’était pas du tout une coin-
cidence merveilleuse des horaires et des durées
de révolution qu’avait donné Swift : cela signi-
fiait explicitement que c’était conforme aux lois
de Kepler. Swift avait donc aussi, bien entendu,
lI'intention scientifique de se mettre en accord.

Jean-Marie SOURIAU

Alors évidemment, ceci a beaucoup fait parler,

parce qu’effectivement en 1877 * on a découvert
ces deux satellites trés proches de Mars comme
Swift 'avait prévu. J'ai lu (sans doute beau-
coup d’entre vous ont lu aussi des choses un
peu mystérieuses a ce sujet), que Swift était un
grand initié. Swift savait : bon, je crois qu'on
peut faire la part du hasard bien sfir; mais il
n’y a aucune chance qu’il ait pu avoir connais-
sance d'une découverte scientifique : ces satel-
lites sont tres petits et tres difficiles a observer,
c’est-a-dire que ce n’est qu’a partir du moment
otli on a eu un instrument assez puissant, qu’on
a pu les voir. Il faut bien se rappeler que si on
dessine le Soleil, la Terre a un satellite, voici
Mars qui en a deux, Jupiter en a quatre (décou-
verts par Galilée). Il est assez normal de voir
une progression géométrique. .. Il se trouve que
c’est comme ca.

Il y a eu une suite a l'histoire de ces satel-
lites. En 1965 un astronome soviétique a dé-
claré qu’en étudiant le mouvement des deux
satellites, il y en avait un, le plus proche, qui
était freiné. Il était freiné par 'atmosphere mar-
tienne; [mais] 'atmosphére martienne étant
trés ténue, elle ne pouvait pas expliquer un tel
freinage, sauf si le satellite en question était une
sphere creuse. De 1a a penser [qu’il s’agissait]
d’un satellite artificiel construit un jour par les
Martiens, il n’y avait qu'un pas qui a été rapi-
dement franchi [...]. Depuis, on a envoyé [une
sonde] qui a photographié de pres les deux sa-
tellites de Mars : on voit que ce sont des hon-
nétes morceaux de montagne qui n’ont abso-
lument pas 'apparence de satellites artificiels
[...] : un camouflage bien fait.

glissa dans la société des disciples de Gassendi, ayant remarqué I'avantage considérable qu'il en tirerait. Il y fut admis
cependant avec répugnance ; I'esprit turbulent de Cyrano ne convenait point avec de jeunes gens qui avaient déja toute
la justesse d’esprit que I'on peut souhaiter dans des personnes toutes formées. Mais le moyen de se débarrasser d’un
jeune homme aussi insinuant, aussi vif, aussi gascon que Cyrano ? Il fut donc regu aux études et aux conversations que
Guassendi conduisait avec les personnes que je viens de nommer. Et comme ce méme Cyrano était tres avide de savoir et
qu’il avait une mémoire fort heureuse, il profitait de tout et il se fit un fonds de bonnes choses dont il tira avantage dans
la suite. Moliére aussi ne s’est-il pas fait un scrupule de placer dans ses ouvrages plusieurs pensées que Cyrano avait
employées auparavant dans les siens. "Il m’est permis, disait Moliere, de reprendre mon bien oil je le trouve. »

Ces lignes sont le seul « document » qui évoque la rencontre deés cette époque de Chapelle et Moliére,
dont I'amitié n’est avérée, par de nombreux témoignages, qu’a partir de 1659, I’assistance de Moliére aux
entretiens de Gassendi et la rencontre de Cyrano avec Moliere.

3. N.D.L.R. : Extrait du roman de Swift a propos des astronomes de Laputa : « Plusieurs d’entre eux,
principalement ceux qui s’appliquent a 'astronomie, donnent dans I'astrologie judiciaire, quoiqu’ils n’osent I'avouer
publiquement ; mais ce que je trouvai de plus surprenant, ce fut l'inclination qu’ils avaient pour la politique et leur
curiosité pour les nouvelles ; ils parlaient incessamment d’affaires d’Etat, et portaient sans facon leur jugement sur
tout ce qui se passait dans les cabinets des princes. ['ai souvent remarqué le méme caractére dans nos mathématiciens
d’Europe, sans avoir jamais pu trouver la moindre analogie entre les mathématiques et la politique ; @ moins que I'on
ne suppose que, comme le plus petit cercle a autant de degrés que le plus grand, celui qui sait raisonner sur un cercle
tracé sur le papier peut également raisonner sur la sphére du monde ; mais n’est-ce pas plutot le défaut naturel de tous
les hommes, qui se plaisent ordinairement a parler et a raisonner sur ce qu’ils entendent le moins ? »

4. N.D.L.R. : Deimos et Phobos sont découverts par Asaph Hall en 1877.
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FIGURE 3 : Mise en sceéne de « I'obus de Jule verne » par Mélies (1902).

Bon, je vais encore vous parler d"un sujet ba-
teau, je ne peux pas y échapper : bien entendu,
c’est Jules Verne. Jules Verne, [...] c’est quelque
chose d’extrémement différent de Cyrano de
Bergerac. Cyrano de Bergerac, ses moyens de
s’envoler étaient fantaisistes. Il en citait beau-
coup. Pourquoi ? Parce que c’était un atomiste,
¢’était un disciple de Gassendi et de Démocrite ;
il pensait qu’a partir du moment ot [...] la Lune
était semblable a la Terre, que la Terre était la
Lune de la Lune [...], on trouverait un moyen
pour y arriver, que la connaissance, la raison,
permettrait certainement d’y arriver, que c’était
un détail subalterne. Au contraire, Jules Verne
a écrit « De la Terre a la Lune » au moment
d’une technologie triomphante. C’est assez in-
téressant d’ailleurs de lire ce roman, pour ceux
qui ne l'ont pas fait, parce que justement Jules
Verne insiste sur le coté réaliste, sur la technolo-
gie et méme sur la sociologie. Une grande par-
tie du livre consiste a décrire comment on fait
une souscription internationale; il y figure ce
que chaque pays a donné avec des commen-
taires sur 'esprit scientifique et aventureux des
différents pays. [...]

Jules Verne qui avait un conseiller scienti-
fique, un polytechnicien, savait qu’il fallait lan-
cer son satellite — enfin son obus — des zones
équatoriales et qu’il n’y avait que deux états
dans les Etats Unis d’oti 'on pouvait faire le

lancement : le Texas et la Floride. Il raconte la
bagarre entre les délégués du Texas et de la Flo-
ride qui voulaient chacun posséder le centre de
lancement. Je vous rappelle que le centre de
lancement efficace est en Floride [et qu’aujour-
d’hui] les opérations sont dirigées du Texas, de
Houston ; par conséquent 13, il y avait une an-
ticipation qui est assez étonnante. Dans 1’obus
de Jules Verne, il y avait trois astronautes [avec]
évidemment quelque chose qui ne marche pas :
[il] lancait son satellite avec un canon enterré
dans le sol qu'il appelait « Columbiad ».[...] Ona
beaucoup ridiculisé 1'idée de lancer un satellite
— un obus - avec un canon jusqu’a la Lune et
d’y mettre des astronautes. Mais je voudrais si-
gnaler une chose, c’est que le véhicule [du pre-
mier voyage qui] s’est posé sur la Lune [...] s"ap-
pelait « Columbia » et que ¢a n’est pas par ha-
sard ; c’est Amstrong qui avait choisi de 1’ap-
peler « Columbia » par référence a Jules Verne,
si bien qu’il y a un autre aspect réciproque de
celui que je vous ai décrit précédemment : I'in-
fluence sur les scientifiques, ou ici plutot des
techniciens, de la fiction antérieure.

Les Soviétiques récuperent leurs cosmo-
nautes sur terre, les Américains récuperent
leur astronautes dans le Pacifique, exactement
comme dans le second roman de Jules Verne
« Autour de la Lune » qui raconte le retour. On
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ne peut sous-estimer ces références : la fic-

tion a influencé le comportement des scienti-
fiques et des techniciens méme quand il s’agis-
sait de choisir entre des programmes qui coti-
taient beaucoup d’argent.

FIGURE 4 : (Wikimedia Commons) : Capsule Columbia
(Appolo 11).

Un autre fait [bien] connu, est I'influence qu’a
eu l'autre roman de Jules Verne « Vingt milles
lieues sous les mers » paru en 1870. Comme cha-
cun sait, son sous-marin s’appelle le « Nautilus »
et depuis, il y a eu beaucoup de sous-marins qui
se sont appelés « Nautilus ». En particulier, il y
en a un qui a réédité presque exactement 1'un
des exploits prétés par Jules Verne au Capitaine
Némo, a savoir [...] percer la banquise et sortir
au Pole. [Cet exploit a été réalisé] par un sous-
marin a énergie nucléaire, 'un des premiers
[construits] par les Américains. La [encore], la
référence était aussi voulue : Jules Verne avait
aussi bien impressionné la Marine Américaine
que la Nasa. Ce n’est pas la seule influence de
« Vingt milles lieues sous les mers » ; quand [le ro-
man] parait en 1870, Rimbaud a 16 ans et [en
1871] il publie un livre qui s’appelle « Le bateau
ivre ». Certains pensent que c’est une transcrip-
tion de certains passages de Jules Verne; je ne
garantis pas : ¢’est une dispute littéraire dans la-
quelle je ne suis pas compétent mais enfin, cette
influence a donc été dans différents domaines.

Jean-Marie SOURIAU

Maintenant il faut bien arriver a des faits plus
récents. La science-fiction proprement dite [...]
remonte selon les bons auteurs a 1926, en Amé-
rique bien str, avec la publication du maga-
zine « Amazing Stories » >, Cette science-fiction
américaine est visiblement le fruit d’autres
circonstances sociologiques. [1926°], la méca-
nique quantique venait de prendre naissance;
c’était la période de triomphe de la physique et
de la technologie : c’est dans cette ambiance que
s’est créée la science-fiction américaine, dont on
croit trop souvent qu’elle est uniquement tech-
nologique [...]. Je ne veux pas vous faire une
liste d’auteurs de science-fiction : il y en a ac-
tuellement un grand nombre [..]. Il y a dix a
vingt ans — ce qu’on appelle maintenant 1'age
d’or de la science-fiction — un grand nombre
[de ces] auteurs [...] étaient des scientifiques. Je
I’ai dit tout a I’heure, [la science-fiction] était un
objet d’enseignement universitaire [et] je vous
donne une référence : le numéro de « L’Ameri-
can Journal of Physics » de février 1973 [dans le-
quel on trouve l'article « The Science in Science
fiction : A Seminar Course » de G. P. Calame].
Donc c’est quelque chose de récent. Je vous lis
rapidement le résumé : « Un séminaire basé sur
la science utilise des histoires de science-fiction : le
cours consiste en lecture d’histoire, discussion de la
physique, ce qui sert de fondation scientifique a Ihis-
toire. » La réaction des étudiants au cours est en-
thousiaste. Je vous signale quelques auteurs du
programme :

— « Neutron Star » de Larry Niven (1970);
[themes scientifiques :] forces de marées, étoiles
a neutrons red shift gravitationnel ;

— « Tau Zero » de Poul Anderson (1970);
themes scientifiques : effet Doppler, dilatation
du temps, relativité restreinte, cosmologie de
I'univers oscillant.

— « Mission of Gravity » de Hal Clement
(1962) : c’est le récit d'une planete ou la gra-
vité est tres [forte] ; mais [cette planete] tourne
tres vite, si bien qu’il y a d’énormes diffé-
rences de gravitation entre 1’équateur et le pole.

5. N.D.L.R. : (source Wikipedia) : « Amazing Stories » est un magazine américain lancé en avril 1926

par Hugo Gernsback. C’était le premier magasine entierement dédié a la Science fiction. Des histoires de
science fiction paraissaient déja régulierement dans d’autres magasines, certaines publiées par Gernsback,
mais « Amazing Stories » a réellement permis de définir et de lancer un nouveau genre de pulp fiction. Hugo
Gernsback (188-1967) est bien un personnage clef de la sciences fiction du 20-eme siécle. C’est lui méme un
auteur de science-fiction, mais c’est surtout son dévouement pour le développement de ce nouveau genre
littéraire qui lui vaut sa célébrité. Il a notamment permis a de nombreux auteurs de faire leurs premiers pas
dans les magazines qu’il a créés. II est considéré comme le créateur du terme science-fiction », influencé par
Jules Verne et H.G. Wells; le plus prestigieux prix de la science-fiction porte son (pré)nom : le « Prix Hugo ».

6. N.D.L.R. : Publication de la série des mémoires de Schrodinger sur les fondements de la mécanique
ondulatoire.
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[L'histoire raconte] un voyage de l'équateur
au pole avec, bien entendu, un dispositif anti-
gravitationnel pas encore inventé bien str. Je
dois signaler que ce livre a été trés mal ac-
cueilli en France par la critique qui l'accusait
d’étre un livre purement technologique; [il] n'a
pas séduit les lecteurs européens [bien qu’il
soit] considéré comme un classique aux Etats-
Unis etc...

Ah oui, il y en a un autre qui est intéres-
sant c’est « Dune » de Frank Herbert (1965), qui
vient d’étre publié en France [et dont un des
themes] scientifiques [est] ’écologie. Il y a plus
que de l'écologie dans le récit de « Dumne » [et en
particulier] beaucoup de politique sous-jacente,
mais je ne veux pas entrer dans les détails.

Supposons que je veuille parler de la science-
fiction américaine a des gens qui n’en ont ja-
mais lu. Je ne pourrai faire qu'une chose au-
jourd’hui, c’est essayer de faire une classifica-
tion des themes : c’est la-dessus que je vais ter-
miner. Ces thémes ont un caractére bien par-
ticulier; ils sont interchangeables [et sont for-
mulés dans] un vocabulaire [...] d’initiés; [cet
aspect disparait] au niveau des lecteurs qui en
lisent beaucoup, [méme si] les sujets et les allu-
sions littéraires sont tres fréquentes. [On peut
dire que] ces thémes sont un bien commun.
Comme les themes musicaux au 18éme siécle,
ils sont considérés comme quelque chose sur le-
quel chaque auteur a le droit d’écrire des va-
riations sur un théme donné, [...] comme les
thémes de Gershwin dans le jazz. Je vais es-
sayer d’en faire un petit tableau qui ne sera
[...] pas du tout complet mais enfin, [j'espére en
donner] une idée.

Il faut [bien stir] commencer par le voyage
spatial. Je ne reviens pas sur ce theme — on en
connait 'importance aux yeux des Américains.
[Je vais plutdt parler de] tous les themes qui
en dérivent et le premier, c’est [évidemment] le
contact avec la vie étrangere.

On voit une toute petite allusion a ce contact
dans Jules Verne [...] lorsque les cosmonautes
passent derriere la Lune; certes, la face [cachée
de la Lune] est obscure, ils n'y voient rien, mais
a un moment ils allument des fusées [et] ils
apercoivent des foréts [...]. Jules Verne fait [ici]
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une allusion extrémement rapide a la possibi-
lité de vie sur la Lune, non pas sur la face que
nous voyons, mais sur I'autre.

La vie étrangere, c’est un théme qui re-
monte a fort loin et les descriptions [possibles
en sont] inépuisables. Je vais citer simplement
quelques exemples. Un qui a été tres céleébre,
c’est les « Chroniques martiennes » de Ray Brad-
bury (1950). C’est un livre qui a produit un
grand choc psychologique, un livre trés poé-
tique. L'arrivée sur Mars y est a peine décrite :
quand les Terriens débarquent sur Mars, les
Martiens [meurent] immédiatement de la vari-
celle et il ne reste plus que des ruines et des al-
lusions poétiques. Les Martiens sont un peuple
fréle et composé certainement de littéraires.

Un autre exemple de description de la vie
étrangere, c’est un film qui n’a pas eu beaucoup
de succes mais [...] quand méme intéressant, qui
s’appelle « Danger, planéte interdite ». 1l est passé
a Marseille il y a un an ou deux. Alors la, c’est
une idée trés simple : voila le Soleil, voila la
Terre, les astronomes ayant fait quelques cal-
culs s’apercoivent qu’il y a une planéte qui est
juste I'anti-Terre. L’anti-Terre est un theme tres
ancien : [c’est une planete] qui a la méme pé-
riode [que la Terre, ce qui est] tout a fait per-
mis par la mécanique céleste. On y envoie des
cosmonautes [qui] croient arriver sur la planete
et ils se retrouvent sur Terre, [ou ce qui semble
étre la Terre]. L'un des cosmonautes rentre chez
lui, il rencontre sa femme et en allant se laver
les dents, il apercoit sur la tablette de la salle
de bain des produits d’apres rasage. Mais 1'éti-
quette [est] imprimée a 'envers : il s’apercoit
[alors que] sur cet anti-monde — cette anti-Terre
complete — tout a été retourné,... [en particulier]
sa femme ! Alors bien sfir, ¢ca a une implication :
[le cosmonaute réalise] que son [double] anti-
cosmonaute, qui est parti [de I'anti-Terre], est
arrivé [sur Terre et a rencontré] sa femme...

Un autre contact qui est intéressant, part
d’une autre idée ; c’est un roman écrit par [Fred

Hoyle]” — un célebre astronome anglais — qui

7. N.D.L.R. : (D’apres Wikipedia-en) : Fred Hoyle, astronome connu pour ses travaux sur la nucléosyn-
thése des éléments au coeur des étoiles, était partisan de la théorie du 'univers statique : c’est lui qui a
inventé le terme « Big Bang » pour désigner ironiquement la théorie concurrente d"un univers en expansion.
11 a aussi impressionné Richard Feynman en prédisant correctement un niveau d’énergie spécial de I’atome
de carbone, en raisonnant uniquement sur le fait que sans ce niveau d’énergie, les étoiles ne pourraient pas
synthétiser les éléments nécessaires au développement de la vie telle qu’elle existe sur terre.
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Fred Hoyle

FIGURE 5 : (Source Wikipédia) : Couverture de I'édition
originale de « The Black Cloud » de Fred Hoyle (1957).

s’appelle « Le Nuage Noir »®. Comme le titre
I'indique, c’est un nuage qui vient du Cosmos
et arrive sur Terre; [il] risque de détruire le
systéeme solaire; il a 1’air d’avoir des facultés
d’absorption trés grandes et on pense méme
qu’il est capable d’avaler le soleil, jusqu’au mo-
ment ol1 un autre éminent astronome anglais —
qui ressemble beaucoup a l'auteur — se dit que
ce nuage noir n'est peut-étre pas ce que nous
croyons. Peut-étre [que] c’est une forme de vie;
a l'aide d'un radio-téléscope, il arrive a entrer
en contact avec lui. Le nuage noir est trés an-
cien, tres intelligent; il est capable de discuter
et au bout d’une assez longue discussion — qui

Jean-Marie SOURIAU

est [en fait] le sujet du livre — le nuage noir dit
que ¢a lui est égal [et qu’]il ira manger un autre
soleil autour duquel il n’y a pas de vie.

« A for Andromeda » de Fred Hoyle et John El-

liot” est un autre roman, un peu raté vers la fin,
mais qui part d’une idée tres belle et aussi ori-
ginale 1. [Les auteurs imaginent] que le contact
avec une vie extérieure peut avoir lieu sans
support matériel. Comment ? Eh bien c’est tres
simple. C’est encore un radio-astronome an-
glais qui regoit [directement un message] d'une
galaxie — la galaxie d’Andromede; on s’aper-
coit que [I’émission est] un message certaine-
ment significatif [formé de points et de traits],
on l'enregistre [..]. L'enregistrement [montre
que le message] est répété en permanence. Je
crois que 1’émission dure deux ou trois jours et
est réémise sans arrét. Alors évidemment, les
grands esprits se mettent a étudier ce message
et a essayer de lui trouver une signification. On
trouve assez vite que c’est un plan d’ordina-
teur suivi d'un programme. On réalise 1’ordina-
teur, [et lorsqu’on implémente] le programme,
la pensée des Andromédiens [s’anime]. La pre-
miere chose que fait I'ordinateur une fois pro-
grammé, c’est d’interroger les Terriens pour sa-
voir quelle est la chimie de la planete. Il faut
bien penser que ce message est envoyé d’An-
dromeéde dans toutes les directions, donc qu’il
s’adresse a toutes les formes de vie éventuelles.
L’ordinateur donne des réponses et peu a peu, il
construit par un procédé biologique une femme
qui est dépositaire de la pensée d’Andromede :
la vie extra-terrestre est [ainsi] parvenue sur
terre par l'intermédiaire d'un message codé.
[Mais ensuite] quoi faire de cette femme, évi-
demment?

Ca c’est la description de la vie extra-terrestre
avec laquelle nous avons des rapports d’obser-
vateurs. Mais il y a une autre question, [celle]
des rapports plus passionnés, plus passionnels
entre la vie extra-terrestre et la vie terrestre.
Alors la, c’est un théme qui est tout a fait

8. N.D.L.R. : « Le Nuage Noir » de Fred Hoyle; titre original « The Black Cloud » (1957), traduit par Jean

Queval (Dunod, 1962).

9. N.D.LR. : (D’aprés Wikipedia-en) : Norman James de la BBC, contacta Hoyle pour les droits de la

retransmission télé de « The Black Cloud », mais Hoyle était intéressé par 1'idée d’un nouveau scénario. Lors
d’une rencontre entre Norman, John Elliot et Hoyle, ce dernier expliqua les grandes lignes d’une histoire en
8 épisodes qui devait devenir « A for Andromeda ». Hoyle s’est inspiré du travail de I'astronome Frank Drake,
qui a cette époque avait initié le « Projet Ozma », une des premiéres expériences de recherche d’intelligence
extra-terrestre, en d’autres termes I'ancétre du projet SETI (Search for Extra-Terrestrial Intelligence).

10. N.D.L.R. : On peut remarquer les lignes communes entre le scénario de « A for Andromeda » de Hoyle
& Elliot et celui du roman de Carl Sagan intitulé « Contact » (1985) adapté au cinéma par Robert Zemeckis en
1997. Notons aussi qu’en 1974, Souriau rédige ici tout un paragraphe autour de cette idée de contact !
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un classique de la science-fiction du premier
contact. Il y a d’ailleurs une nouvelle (malheu-
reusement je ne sais plus l'auteur mais peut-
étre que quelqu'un pourra le dire) qui s’ap-
pelle « Premier contact » " qui raconte simple-
ment comment [...] un vaisseau blanc, terrien,
en mission quelque part [...] rencontre un vais-
seau jaune qui ne lui dit rien qui vaille. [Les pro-
tagonistes] s’apercoivent qu’ils sont vraiment
étrangers [...] : le récit [décrit alors] un petit bal-
let entre les [deux vaiseaux, ou] I’envie d’entrer
en contact [se méle a la] terreur [qu’ils s'ins-
pirent mutuellement]. Le theme a été repris par
un Soviétique qui a dit : « voila bien les Améri-
cains qui ne pensent qu’a la terreur », et la méme
histoire a été racontée avec une fraternité im-

médiate. Les applications politiques sont évi-
dentes.

L1 NOVEMBER

FIGURE 6 : Couverture de la premiére édition (austra-
lienne) de « First Contact » de Murray Leinster (1945).
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Mais apres ce premier contact [...], il y a les
autres contacts des terriens avec les planetes.
Bien entendu, la premiére phase, une des plus
anciennes, c’est la colonisation. Les Terriens
vont coloniser; enfin vous savez, quand on a
débarqué sur la Lune on a fait la conquéte de
la Lune; [la colonisation c’est] conquérir et im-
planter des colons. C’est une idée d’autant plus
a la mode quand on pense a la surpopulation
de la Terre. Alors 13, il y a évidemment toute
une littérature en quelque sorte sur ce sujet qui
a des implications politiques. Je ne citerai qu'un
exemple qui est un ouvrage de Francis Carsac
qui s’appelle « Ce monde est notre » : ¢a veut dire,
nous colons terriens, nous sommes chez nous
sur ce monde... Cet ouvrage est paru pendant
la guerre d’Algérie : on a interviewé Francis
Carsac qui a répondu qu’il n'avait pas fait le
rapprochement — ce qui est probable d’ailleurs.
Je vous signale que Francis Carsac est un Uni-
versitaire : son vrai nom c’est Bordes et il est
professeur de préhistoire & l'université de Bor-
deaux.

Je continue les contacts [...] avec le theme
de l'adaptation, [disons de] l'adaptation de
I'homme a la vie étrangere. Il y a énormément
de variations sur ce theme [de] 'homme qui est
completement remodelé : les os sont rempla-
cés par de la glace pour vivre sur les planetes
glacées comme Jupiter ou Saturne et il devient
incapable de revenir sur Terre, ce qui pose des
problemes psychologiques. Je voudrais simple-
ment insister sur [le fait que] c’est par cette voie
des problemes d’adaptation aux planétes étran-
geres, qu’est apparu tout un volet de la science-
fiction, qui est la science-fiction biologique. Une
nouvelle qui doit dater des années 50 s’appelle
« L’ Axolot] » 12 [de Robert Abernathy]. [L’axolotl
est un véritable] animal mexicain — je crois —
qui n’est pas trés beau [...]; il vit sous sa forme
d’axolotl dans presque tous les cas, mais dans
des circonstances favorables il évolue et il at-
teint son stade de développement final [sous
la forme d’une] salamandre dorée. C’est donc
en fait une larve, dont I’état parfait n’apparait

11. N.D.L.R. : Il s’agit probablement du roman « First Contact » de Murray Leinster (1945) qui a remporté

le « Retro Hugo Award for Best Novelette » en 1996.

12. N.D.L.R. : « L’Axolot] » (titre original : « Axolotl ». Nouvelle de Robert Abernathy, initialement parue
dans « The Magazine of Fantasy & Science Fiction » n°32, janvier 1954. Sa version frangaise est publiée en livre
de poche dans « La Grande Anthologie de la Science-Fiction » dans le volume « Histoires de Cosmonautes ». Ré-
sumé : un homme décide de partir dans I'espace afin de découvrir ce qui tue les cobayes envoyés jusque-la.
On le croit mort, mais il subit une étonnante métamorphose, qui lui ouvre un autre univers.
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que dans des conditions particulieres '°. Dans
la nouvelle d’Abernathy, 1'homme, de méme
que l'axolot], est une larve et quand il ira dans
I'espace il se transformera, il prendra son état
pour lequel il est fait qui est quelque chose de
trés beau. [L'auteur ne nous] donne évidem-
ment qu'une description approximative.
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FIGURE 7 : (Source Wikipédia) : Un axolotl dans son mi-
lieu naturel.

Bien entendu, [cette histoire de métamor-
phose] se rapproche des histoires des mutants
qui sont innombrables et en particulier des mu-
tants télépathes. La télépathie a été utilisée tres
largement dans cette littérature, pour des rai-
sons sentimentales, parce qu’on aime bien la té-
lépathie. Enfin, c’est beau de voir qu’on peut se
comprendre mutuellement, mais [il y a] aussi
[...] des raisons pratiques : quand on fait débar-
quer un Terrien sur une planéte étrangere — ¢a
se produit 50 fois par mois dans la littérature
de science fiction — [...] s’il faut qu’il commence
a apprendre la langue, [on tombe vite dans] un
passage a vide du roman, ce qui est tres en-
nuyeux ... Alors, c’est tellement plus simple et
naturel [d’avoir des terriens] télépathes : on se
comprend sans avoir a parler. Il y a une va-
riante qui est 'appareil, 'ordinateur projecteur
de 'homme ; mais je crois qu’on y renonce un
peu parce que les essais techniques ne réus-
sissent pas, alors on préfere ne pas en par-
ler : c’est tellement plus simple d’étre télépathe
pour se comprendre avec la forme de vie étran-
gere.

Je voudrais aller un peu plus loin. Tout ¢a
se sont des variantes; la science-fiction biolo-
gique est quelque chose d’intéressant [...] : ¢a

Jean-Marie SOURIAU

conduit souvent a des vues a plus long terme
et des vues qui comportent une option philoso-
phique sur le destin de 'humanité ; mais je ne
vais pas en parler aujourd’hui. Un ouvrage qui
est trés beau c’est « Les enfants d’Icare » par Ar-
thur Clark et qui fait comprendre progressive-
ment — c’est un roman tres long — que I’'Homme
a vraiment quelque chose de plus que les autres
formes de vie. Il y a d’autres formes de vie mais
c’est I'enfant chéri de la Galaxie et il est destiné
en quelque sorte a en devenir le maitre. Il y a
un triomphalisme de I’'espéce humaine qui est
traité avec des applications différentes; [dans le
roman de Clark] c’est [écrit] sur un mode assez
poétique et assez saisissant.

Bien entendu, tout ce que je viens de dire
comprend sa réciproque. Le sujet réciproque,
c’est qu’au lieu que nous soyons des coloni-
sateurs nous sommes des colonisés. Ce théme
est tres ancien et il a été divulgué de fagon
trées spectaculaire par un film [..] que beau-
coup d’entre-vous ont peut-étre vu, « La pla-
neéte des Singes » [...]. Je n’en cite qu'un passage.
C’est les singes de la classe dirigeante (il y a
deux classes), qui font une partie de chasse;
ils chassent les hommes, les hommes sauvages
dans la brousse; ensuite on voit la photogra-
phie du chasseur devant son trophée, fait de
corps humains accrochés a des piques. Je peux
vous le dire pour l'avoir constaté : ¢a produit
un choc psychologique étonnant sur [les ames
sensibles] qui vont voir un film pour s’amuser.
La terreur qui regne dans la salle devant cette
idée que 'homme peut étre un gibier pour les
singes : on entend, on sent le frisson de terreur,
alors qu’on montre sans arrét des horreurs |[...]
dans la plupart des films [qui n’ont pas le méme
effet]. Mais celle-1a frappe : pourquoi frappe[-
t-elle] plus que des choses bien plus graves,
bien plus horribles, comme les tortures? Il me
semble qu’il y a une conscience d’espece qui
joue par rapport a ce que je disais tout a I’heure.

Bon, en allant un tout petit peu plus loin dans
ce théme, nous sommes colonisés, oui mais
nous ne le savons pas. Alors la le theme est
rebattu : nous sommes colonisés par des gens
qui nous surveillent qu’on appelle les « Grands

13. N.D.L.R. : Le terme axlot! est aussi utilisé par Frank Herbert tout au long du cycle de « Dune », pour
désigner une technologie mystérieuse développée par les Tleilaxu : les cuves axlotls (Axlotl tanks en anglais).
Cette technologie est un élément clef de l'univers de « Dune » : elle permet la régénéressence de cellules
d’un individu mort, afin de récréer une sorte de clone appelé Ghola et ayant le potentiel d’accéder — dans
des conditions de stress tres particulieres — a sa (ses) mémoire(s) antérieures(s) — vue(s) comme une sorte de
mémoire atavique... Chaque tome du cycle dévoile un peu plus I'horreur des cuves axlotls, liée au statut de

la femme dans la civilisation Tleilaxu...
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Galactiques » % 1Is nous surveillent comment?
Bien évidemment avec des soucoupes volantes
qui sont les témoins de cette surveillance. A
ce moment-la, la science-fiction déborde sur
une croyance. Il existe une proportion non né-
gligeable des Francais et méme certains as-
tronomes qui pensent que les soucoupes vo-
lantes sont une réalité, ne sont pas une inven-
tion d'une folie collective et qu’elles viennent
effectivement des extra-terrestres. Un autre ar-
gument qui est souvent donné par les tenants
de ce point de vue, c’est I'archéologie mysté-
rieuse [...] : une terrasse qui se trouve au Li-
ban ' était une rampe de lancement des Grands
Galactiques la derniere fois qu’ils sont venus
nous voir ; la sagesse mystérieuse des pharaons
revient, c’est une tres vieille histoire. Il y a toute
une attitude philosophique qui c’est manifes-
tée [avec le livre de Louis Pauwels et Jacques

Bergier] « Le matin des magiciens » (1960) '® que
beaucoup d’entre vous connaissent : ce livre,
qui jouait cette carte-la, a eu un succes consi-
dérable. On va un peu plus loin bien en-
tendu, non seulement nous sommes colonisés,
nous sommes surveillés mais nous sommes des
extra-terrestres. Un jour les extra-terrestres qui
étaient des hommes ont débarqué, ont colo-
nisé la Terre et nous sommes leurs descendants ;
nous n’avons rien a voir avec la Terre, nous ne
sommes pas des indigenes. C’est difficile a sou-
tenir ne serait-ce qu’au point de vue biologique.
La démonstration a été faite puisque le code gé-
nétique de nos cellules était rigoureusement le
méme que celui des plantes; donc on ne peut
pas tenir cette idée. Alors, la seule chose a dire,
c’est que les plantes aussi sont extra-terrestres,
mais a ce moment-la toute vie sur terre est
extra-terrestre et on retrouve une vieille théo-
rie philosophique qu’on appelle la transpermie
qui veut bien dire ce que ¢a veut dire, que la
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vie est envoyée, elle se propage a travers 1"Uni-
vers, elle se dépose : les graines tombent sur les
planetes, elles se déposent et elles fructifient. Je
dois dire pour étre tout a fait honnéte, qu’il y
a des découvertes astronomiques récentes qui
vont un tout petit peu dans ce sens-la. On a
découvert depuis 5 ou 6 ans dans la Galaxie,
dans les régions centrales de la Galaxie — enfin
entre le centre de la Galaxie et le Soleil — des
nuages qu’on a pu analyser par radio-téléscope
[..]; [onya] découvert[...] del’eau, du carbone,
de I'hydrogéne et des acides aminés qui sont le
support de la vie sur Terre. Une découverte ré-
cente qui a été faite 'année derniere c’est que
ces nuages forment effectivement comme je I'ai
dessiné ici une sphere centrée sur le centre de
la Galaxie; [elle a un] mouvement d’expansion
rapide qui a dt commencer il y a peu de temps
a I'échelle galactique, il y a une centaine de mil-
lions d’années. De la a dire que le centre de la
Galaxie envoie des graines, envoie ses matieres
organiques qui vont ensemencer les planetes, il
n’y a qu'un pas que I’on peut franchir ; c’est une
question personnelle.

Bon, j'ai fait cet étalage, cette classification
des themes mais j'ai oublié le principal et a mon
avis le seul, le véritable theme de la science-
fiction : c’est le temps. La meilleure preuve,
disons que le voyage spatial, la conquéte de
la Lune était de la science-fiction pour Jules
Verne et n’en est plus maintenant. Pourquoi?
Parce que pour Jules Verne c’était le futur et
que maintenant c’est le présent : par conséquent
la science-fiction, ce n’est pas ce qui se passe
ailleurs : c’est ce qui se passe a un autre mo-
ment. On parle d’utopie pour la science-fiction :
il serait plus sage de parler d'uchronie — le mot
est parfois utilisé — c’est-a-dire quelques chose
qui sort du temps tel que nous le concevons.

14. N.D.L.R. : Ou « Grands Anciens » sont des créatures extraterrestres fictionnelles, originellement issues

de I'oeuvre Howard Philipps Lovecraft.

15. N.D.L.R. : Cette terrasse se trouve a Tyr, ville de Phénicie.
16. N.D.L.R. : (D'apres Wikipédia-fr) : « Le Matin des magiciens — introduction au réalisme fantastique » est un

livre de Louis Pauwels et Jacques Bergier publié en octobre 1960 et se présentant comme une « introduction au
réalisme fantastique ». Cet ouvrage de plus de 500 pages dans son édition originale se présente comme un récit,
« parfois légende et parfois exact », consacré a « des domaines de la connaissance a peine explorés [...] aux frontieres de
la science et de la tradition ». Son contenu aborde des themes aussi divers que 'alchimie, les sociétés secretes,
les civilisations disparues, les récurrences insolites, les religions et les sciences occultes ou 1'ésotérisme. 11
repose sur des témoignages anciens (comme « les manuscrits de la mer Morte »), des recherches et des livres
d’auteurs reconnus ou méconnus, des articles de revues spécialisées et des ouvrages de science-fiction ou de
littérature fantastique. Ce livre, véritable phénomene éditorial, vendu a un million d’exemplaires, a remis au
gott du jour le réalisme fantastique, inspiré la revue « Planeéte » et la collection « L’ Aventure mystérieuse », ot
Jacques Bergier publiera plusieurs ouvrages.
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THE TIME MACHINE

AN INVENTION

BY

H. G. WELLS

“ Fool! All thatis at all
Lz Lasts ever past recall.”
—Browning

NEW YORK
HENRY HOLT AND COMPANY
1895

FIGURE 8 : Couverture de I'édition originale de « The
Time Machine ».

Il y a une référence littéraire que je suis obligé
de faire : c’est un roman de 1895 [....] écrit par un
commis drappier qui avait fait des études et qui
est tout d'un coup devenu célébre a 'dge de 29
ans : il s’agit de Herbert George Wells bien en-
tendu. Ce roman a produit 1’effet d’'une bombe
et a rendu Wells célebre d'un seul coup : [c’est
« La machine a explorer le temps »]. Je pense que la
plupart d’entre vous 1’ont lu. C’est le récit d'un
Anglais qui part avec une machine de son in-
vention dans le futur, qui vit quelques temps la
vie des gens d'un futur, puis qui vit quelques
temps la vie des gens d’'un futur trés lointain;
¢a se passe délibérément a quelques dizaines
de millions d’années en avant. [A la fin, le hé-
ros] revient chez ses amis et bien entendu, c’est
I'occasion pour l'auteur de décrire sa vision de
I'évolution ultérieure de la Société.

Jean-Marie SOURIAU

II faut dire que ¢a a paru nouveau ; mais en-
fin, Platon décrivant 1’Atlantide [...] dans un
passé lointain, se plagait dans les mémes condi-
tions uchroniques qui permettent de décrire la
société telle qu’on la congoit, qu’on la souhaite
ou telle qu’on craint qu’elle soit. Je ne parle pas
d’innombrables romans qui décrivent ce qui se
passe apres la destruction de la Terre par la
guerre atomique, la renaissance, la reprise de
la vie commune par des petits groupes. Il est
évident que c’est I'occasion — disons le prétexte
méme — pour chacun de décrire son modele
de société [sous forme d’une] science-fiction
sociologique. Mais ce qui [tient le] plus [de
la] science-fiction proprement dite, ce sont les
paradoxes temporels. Ces paradoxes on peut
quand méme les décrire. Je fais un petit dessin...
Voici le temps qui s’écoule disons comme ceci.
Qu’a fait le héros de Wells ? Eh bien il s’est sé-
paré du temps commun a tout le monde, il est
allé dans le futur et il est revenu par le méme
procédé. Wells donne des explications qui sont
disons, non satisfaisantes, mais enfin je ne peux
que décrire le schéma de son roman.

Il est bien évident que des que l'on parle
de voyage dans le temps, le voyage dans le
futur [tel que décrit par Wells] ne pose pas
de trop graves problémes. Il y a [cependant]
des choses qui posent des problémes beaucoup
plus graves : c’est le voyage dans le passé. Bien
entendu, il y a une idée qui vient de suite a
I'esprit; alors, c’est le sujet d"un roman de Bar-
javel — paru en 43 je crois /- et qui s’appelle
« Le voyageur imprudent ». C'est le voyageur qui
se rend dans le passé, qui veut sauver Bona-
parte au siege de Toulon, qui détourne un coup
de pistolet qui menagait Bonaparte, qui tombe
sur un soldat [...] a coté et qui par malheur
était I’arriere-grand-pere du voyageur, a la suite
de quoi tout disparait. Il y a la une paradoxe
temporel auquel il est difficile de toutes fagons
d’échapper. Si on va modifier le passé qu’est-ce
qu’il va arriver ? Barjavel s’en tire par une pi-
rouette : 'homme devient flou, il oublie tout,
il disparait, tout le monde oublie, enfin ¢a s’ar-
range. Un autre exemple qui est une nouvelle
qui s’appelle « L'enfant en proie au temps » '® et
qui décrit la vie d'une fille-mere [...]. Vous de-

vinez a peu pres ce qui se passe : c’est une

17. N.D.L.R. : (d’apres Wikipédia-fr) : Le roman connait une prépublication, sous forme de feuilleton, en

1943, avant d’étre édité en volume I’année suivante.

18. N.D.L.R. : (d’apres Wikipédia-fr) « L’Enfant en proie au temps » de Charles L. Harness : édition frangaise
de 1956 trad. Alain Dorémieux. Paru initialement en 1953 dans The Magazine of Fantasy & Science Fiction no
25 in Fiction no 26, sous le titre original « Child by Chronos ».
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jeune fille qui vit avec sa mere, sa mere qu’elle
déteste, sa mere qu’elle trouve possessive. La
mere a un métier trés bizarre : elle fait des pro-
nostics ; elle [ne fait faire qu'June seule chose a
[...] sa fille, c’est apprendre les titres des jour-
naux; elle la manipule de facon trés bizarre. La
fille ne va pas a 1’école, puis un jour [arrive] un
individu qui est I'amant de sa mere [...] et elle
finit par avoir une liaison coupable avec [lui]. A
ce moment-l13, il y a une petite histoire de fuite
dans le temps; [la fille] revient dans le passé et
elle s’apercoit qu’elle est sa propre mere et [que]
I'enfant qu’elle va mettre au monde c’est elle-
méme.

FIGURE 9 : Kurt Godel et Albert Einstein a Princeton vers
1948.

Bon, bien entendu on peut aller un petit peu
plus loin encore. Au lieu de faire ces dessins
la ot il y a un petit épisode dans la ligne de
temps, je vais vous expliquer quelque chose que
tout le monde va comprendre. C’est 1’éternel
retour, c’est-a-dire 1'idée que I'histoire — I'évo-
lution - va se fermer [...]. Dans la cosmologie,
il n'y a rien qui empéche cette possibilité; en
particulier il y a un modéle d'univers qui a été
donné par le logicien [Kurt Godel]. C’est le seul
travail [qu’il a fait en] relativité générale : [il
propose] un modele d'univers dans lequel il y
a I’éternel retour, c’est-a-dire que les lignes de
temps décrites par les galaxies sont fermées sur
elles-mémes. Bien entendu, cette idée-la permet
de jouer avec toutes les idées précédentes. Par
exemple les « Grands Galactiques » qui sont ve-
nus ensemencer la Terre, c’est nous, c’est nos
enfants; a ce moment-1a, nous ne sommes pas
vraiment colonisés, nous sommes fiers de notre
passé qui est notre avenir. Il y a méme un theme
qui est tellement utilisé qu’il est devenu une ob-
session chez “l'auteur américain” : c’est 'homme
qui s’apercoit, [une fois] la fin du monde arri-
vée, [qu'il est] le dernier survivant sur Terre :
[il réalise alors] avec lassitude — [cette situation]

19. N.D.L.R. : « La patrouille du temps » (1960).
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arrive tres tres souvent — qu’il reste justement
une bonne femme qu’il rencontre dans un en-
droit des plus biscornus et il lui demande son
nom, et elle dit : on m’appelle Eve. Il y a méme
une histoire qui se termine par les lignes sui-
vantes : « avec I'aisance que donne une longue ha-
bitude, le héros s’apercut qu’une fois de plus il était
le premier homme sur Terre. »

Bon, il reste un dernier theme qui est disons
la quintessence [du themes des paradoxes tem-
porels] : je vais le dessiner... Vous comprendrez
tout de suite, [c’est] les univers paralléles [...].
Tout ce que je viens de dessiner ici, [ce sont]
des variations topologiques sur le temps. L'une
des topologies consiste a dire que l'univers est
composé de beaucoup d’univers paralleles et
qu’avec un peu de chance il y a moyen de pas-
ser de l'un a l'autre. Il y a méme des gens qui
écrivent — puisqu’il existe une infinité d’uni-
vers — que tous les univers imaginables sont
réalisés, ce qui est quand méme un peu dur
pour un mathématicien. La, bien entendu, vous
pouvez imaginer beaucoup de choses. En par-
ticulier le voyage dans le temps n’est plus vrai-
ment le voyage dans le temps : qui sait si en
passant d'un point a un autre ici on ne trou-
vera pas une planete qui ressemblera tout a fait
a la ndtre, mais dans laquelle il y a un décalage
temporel. Il y a des récits [...] mémorables de
Poul Anderson ¥ qui raconte un univers paral-
lele ot1 par hasard, il y a aussi une modification
temporelle : [par exemple un univers parallele
otl] c’étaient les Gaulois qui avaient gagné : leur
monde avait une technologie bizarre avec un
air frangais [complétement dépassée].

Il y a une chose curieuse [a propos de] la der-
niére interaction entre science-fiction et science
que je vous ai signalée. C’est que cette idée, qui
[...] est vraiment une idée de fiction, une idée
d’auteur en quéte de theme, a été reprise ré-
cemment par des physiciens trés sérieux [sous
forme d’une théorie]. Cette théorie a d’ailleurs
été esquissée a Marseille par Jean-Marc Lévi-
Leblond. Chacun sait qu'il reste encore dans la
mécanique quantique des paradoxes, des dif-
ficultés d’interprétation que 1'école de Copen-
hague n’arrive pas encore a surmonter. [Lévi-
Leblond montre qu’on peut] supposer effec-
tivement qu’il y a des univers paralleles et
que toute transition quantique consiste a passer
d’un univers a l'autre. On saute d’un univers
a l'autre, mais a ce moment-la, chaque point
de 'univers est une bifurcation, ¢’est-a-dire que
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c’est un faisceau de faisceaux, quelque chose
d’extrémement touffu. [Lévi-Leblond] qui est
venu ici méme il y a quelques mois, nous a dit
qu’a son avis c’était une explication du para-
doxe du hasard et de la nécessité, du paradoxe
de I'évolution. L'évolution sur Terre s’est faite
par des hasards dont on n’arrive pas a com-
prendre [le mécanisme], [ou plus précisément,
a imaginer un] mécanisme qui auraient pu te-
nir depuis les quatre [milliards] d’années que la
Terre existe. Et 1a il y a un paradoxe effectif : on
n‘a pas d’explications possibles, [c’est-a-dire]
que la sélection naturelle ne peut pas expliquer
[cela] pour l'instant [...] Si nous existons c’est
que nous sommes dans une ligne univers sélec-
tionnée ; c’est assez extraordinaire, mais ce n’est

Jean-Marie SOURIAU

pas extraordinaire que nous y soyons puisque
[cette ligne d'univers] a été choisi. Autrement
dit [...] il y a des chances qu’il existe une ligne
d’univers qui conduit a [notre] évolution et par
conséquent — puisque nous vivons — c’est que
nous sommes dessus [...] : le hasard c’est [donc]
simplement la sélection d’une ligne de 1'uni-
vers, enfin d’une ligne d’inter-univers parmi de
trés nombreuses.

Bon, je crois qu’on ne peut guere aller plus
loin dans l'état actuel dans ces thémes et par
conséquent je serais content qu'une discussion
commence. [Mais avant cela], je voudrais dire
[...] que c’est Monsieur Meyer 20 qui [...] a attiré
mon attention sur Gassendi et je ’en remercie.

-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-

(le 5-6-74).

20. N.D.L.R. : Frangois Meyer auteur de « Gassendi et Descartes » publié dans les actes du Congres « Tri-
centenaire de Pierre Gassendi, 1655-1955 ». (Actes du Congres publiés chez PUF - Paris - 1957.)
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Mécanique quantique II : opérateurs non bornés

Eric OLIVIER ! ?

Résumé. — Le « quantification » du modele (hamiltonien) d"un systéeme mécanique clas-
sique se fait grace «au principe de correspondance » de Schrodinger : celui-ci permet
d’associer a chaque quantité (classiquement) mesurable du systeme, une « observable
quantique », c’est-a-dire un opérateur autoadjoint agissant sur un espace de Hilbert. Du
point de vue quantique, les valeurs mesurables sont —en principe —les valeurs spectrales
des observables. Cependant — et méme dans les cas les plus simples — ces opérateurs ne
sont pas définis sur 1’espace tout entier, c’est-a-dire qu’ils ne sont pas bornés : un des
buts de cette note est de voir comment aborder I’analyse spectrale de ces opérateurs.
L'observable énergie, c’est-a-dire le hamiltonien quantique H, joue un role particulie-
rement important : ses valeurs spectrales déterminent les niveaux d’énergie auxquels
peut accéder le systeme : la théorie des quanta commence lorsque Planck réalise que
pour certains systémes, les niveaux d’énergie sont nécessairement discrets. En général
un systeme quantique posséde un spectre d’énergie qui peut étre discret, continu ou
mixte : cet aspect est déterminant quant a la résolution de I'équation linéaire d’évolu-
tion quantique associées a H — i.e. « I"équation de Schrodinger : nous verrons comment
le « théoréme de Stone » permet une résolution abstraite de cette équation indépendam-
ment de la nature spectrale de H.

1. Introduction

1.1. Le «point matériel » de la mécanique classique (hamiltonienne) est représenté comme
un point mathématique évoluant dans un espace de dimension finie appelé « espace des
phases ». La dimension de cet espace peut étre tres grande (probleme a n corps), mais elle
est toujours finie. Si le systeme étudié est instable — ou disons, s’il y a « sensibilité aux
conditions initiales » — alors on s’intéresse a 1’évolution d"une petite portion de I'espace
des phases et 1'objet étudié devient de dimension infinie. Cette procédure revient a faire
tendre le nombre de points matériels vers 1'infini, c’est-a-dire — en un sens — a remplacer
la mécanique du point par une « mécanique des fluides ». L'électromagnétisme de Max-
well est une théorie des courants électriques construite sur le modele de la mécanique
des fluides : mais, malgré son efficacité a décrire les phénomenes électromagnétiques
(et sa beauté mathématique) elle a aussi abouti a deux contradictions. L'une d’elle — le
rayonnement du corps noir — a amené Planck a introduire le quantum d’action (l’autre
contradiction a donné la relativité restreinte d’Einstein).

1.2. Soit X (sous-ensemble de 1’espace euclidien R"), 'espace des positions d'un sys-
teme mécanique classique. Dans la description quantique de ce systeme, les points de
X (supposés étre les positions classiques possibles) sont remplacés par des « états quan-
tiqgues » que nous appellerons « Q-états ». Ce sont des éléments de la sphere unité de 'es-
pace de Hilbert complexe /# = L?(X) des fonctions ¢ : X — C mesurables dont le

1. GDAC-I2M UMR 7373 CNRS Université d’Aix-Marseille
2. eric.olivierQuniv-amu.fr
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module est de carré Lebesgues-intégrable. Le produit scalaire de deux éléments 1) et ¢ de
€ est alors défini comme la quantité

(1) <¢y¢>>=fzp(:cl,...,xn)qs(xl,...,:cn)dxl---da;n:/w(x)de

(ouzx = (x1,...,2,) etdr = dz;---dx,) de sorte que || = (¢|@Z))U2 est la norme hilbertienne
de . En utilisant les notations de Dirac, un Q-état est représenté par un « ket » 1), ce
qui donne l'identification ¢ = |¢). L'utilisation de la notation en kets ne prend son sens
qu’avec la notation « bra » en désignant par (1| la forme linéaire canoniquement associée

a4 et telle que (¢ (¢) = (¥9).

1.3. Ainsi, les Q-états sont-ils des éléments 1) de .7 dont la norme vaut ||¢)| = 1 : lorsque
cela a un sens, la valeur (complexe) d’un tel Q-état en un point de I'espace’ s’appelle
une « amplitude de probabilité ». Si le Q-état 1) représente un systeme quantique a un ins-
tant ¢ de son évolution (gouvernée par « I'équation de Schridinger » : c.f. [Oliléb]), alors la
probabilité de présence de ce systeme dans une partie Y de X est égale a I'intégrale

[ ()P

La théorie des moments d'une distribution de probabilité permet alors — lorsque c’est
possible — de définir la position suivant la i-eme direction cartésienne du systéme se
trouvant dans le Q-état ¢ par l'intégrale

@ [ @i @)Pdz = (@Qulo)

ol nous avons posé Q1 (z) = z;9(x). Nous reviendrons en détail sur cette interprétation
probabiliste des Q-états (interprétation due a Born). Cependant I'équation (2) contient
déja le probleme qui va nous occuper tout au long de cette premiére note. Remarquons
d’abord qu’en posant « naivement » Q;1(x) := x;1p(x), nous définissons un opérateur li-
néaire Q); sur le sous-espace ¥; de 7 formé des ¢ (x) € H t.q. z;1(z) € S. Le sous-espace
¢; étant dense dans /7, on dit que (Q;,%;) est « un opérateur densément défini sur 7 » ; de
plus, lorsque X n’est pas une partie de R" bornée suivant la i-eme composante carté-
sienne, 'application linéaire Q; : %, — ¢, ne peut étre prolongée en un endomorphisme
borné* de . En effet, si ¢ est un Q-état dans le domaine ¥; de définition de Q);, alors le
produit scalaire (Q;1|1)) en (2) est par définition la positions du Q-état ¢ suivant la i-eme
direction cartésienne; or il est assez simple de se convaincre que pour tout point = dans
l'espace X, il existe un Q-état ¢ t.q.° (Q;[¢)) = z; : par suite, si l'espace X n’est pas borné
suivant la i-eme direction cartésienne, l'opérateur (Q;,%;) est lui-méme nécessairement
non borné.

1.4. Les grandeurs mesurables d'un systéme quantique décrit dans l'espace de Hilbert
S, sont représentées par des « observables », c’est-a-dire par des opérateurs densément
définis sur J7 et « autoadjoints ». La notion d’adjoint est classique pour les endomor-
phismes bornés de # : nous verrons a la Section 3 comment étendre cette notion aux

3. Par exemple lorsqu’il existe une version continue dans de v dans L*(X).

4. C’est-a-dire que |Q;f| n’est pas borné pour ¢ € %; avec |f| = 1 : ceci est équivalent a dire que
l'application linéaire Q); : ¢ — J¢ n’est pas continue (pour ¢; muni de la norme induite par la norme
hilbertienne de 7).

5. On peut méme trouver v t.q. (Q:¥|y) = z; pourtouti=1,...,n.
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cas des opérateurs non bornés. Sans prétendre a une justification, remarquons simple-
ment que les grandeurs qu’il est possible de mesurer sur un systeme physique sont des
nombres réels : la définition d’une observable est ainsi cohérente avec le fait que les
valeurs spectrales des opérateurs autoadjoints (non nécessairement bornés) sont réelles
(c.f. Théoreme 3.16). Nous verrons a la Section 4 (avec X = R) que 'opérateur position
(Q,9) = (Q1,% ) défini ci-dessus est effectivement autoadjoint et que ses valeurs spec-
trales (ce seront dans ce cas des valeurs propres approchées) coincident avec toutes les
positions possibles c’est-a-dire — dans ce cas — R (on parle de spectre continu).

1.5. Le probleme de « la corde vibrante » étudié par d’Alembert est directement lié au
systéeme quantique constitué d"un « corpuscule (massif) dans une boite unidimensionnelle ».
Dans la suite, nous identifions la boite a I'intervalle X = [0;1], l'espace de Hilbert étant
égal & /# = L*[0;1] (pour la mesure de Lebesgue). Lorsque le corpuscule n’est soumis
a aucune force (corpuscule libre) le hamiltonien quantique (Q-hamiltonien) c’est-a-dire
'observable représentant I'énergie du systeme est (dans un systeme d’unités adéquates)
d*f
© Hi(r)= -5
L'opérateur H est bien défini sur le sous-espace dense ¢>2[0;1] formé des f € L?[0;1]
qui sont de classe C? sur [0; 1] ; mais cet espace ne fait pas de (H,%>[0;1]) un opérateur
autoadjoint. En effet, pour f,g € €*[0;1] nous pouvons effectuer « une double intégration
par parties » ce qui donne :

@ (fHg) = [F@)g @], - [/ @at@], + (H o)

Il est alors immédiat qu’en général ( f |H g) * (H f ‘g) ; mais si nous notons €2[0; 1], ’es-
pace des restrictions a l'intervalle [0;1] des fonctions 1-périodiques et de classe C? sur
R, alors il découle de (4) que (H,%3[0;1]) est un opérateur symétrique, en ce sens que
(f‘Hg) = (Hf‘g) deés que f,g € €3[0;1]. Cependant ©2[0;1] n’est pas l'espace optimal
sur lequel H est symétrique, ce qui indique que (H, €2[0;1]) n’est pas autoadjoint (nous
préciserons les notions mises en jeu au § 3). La recherche du domaine du Q-hamiltonien
H (i.e. du sous-espace dense Z rendant le couple (H, Z) autoadjoint) est une étape dé-
terminante de I'étude du systeme quantique étudié : pour « le corpuscule dans la boite »,
le domaine de H en (3) est I'espace #72[0;1] des restrictions a l'intervalle [0;1] des
fonctions 1-périodiques deux fois dérivables au sens faible et de dérivée seconde dans
L*[0;1] (c.f. § 6.1). Dans ce cas, il est tres facile de trouver les niveaux d’énergie du sys-
téme, c’est-a-dire les valeurs spectrales de (H, .7#2[0;1]). En effet, pour a € R nous avons
He™® = a2e'® ; mais si nous prenons en compte le fait que ¢**® soit dans s#2[0;1],
alors il est nécessaire que 1 = ¢, ce qui équivaut a la condition o = 2km, avec k € Z.
Or, (%7 . [ e 7) étant une base hilbertienne de L?[0;1], nous pouvons conclure que
{(2km)? ; k € Z} décrit I'ensemble complet des niveaux d’énergie possibles pour le cor-
puscule dans une boite. Nous avons ici un Q-hamiltonien (H, .%#7[0;1]) a spectre discret :
ceci traduit exactement la quantification des niveaux d’énergie du systeme en question.
Notons que les niveaux d’énergie ne sont pas bornés ce qui donne une justification évi-
dente du fait que 'opérateur densément défini (H,.7#7[0;1]) est lui méme non borné.
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2. Analyse spectrale des opérateurs non bornés

2.1. Soit Z un sous-espace dense d"un espace de Banach (&, |-||) ; si A est une application
linéaire de & dans & alors le couple « (A, Z) est appelé un opérateur densément défini ». Si
A est borné sur la sphere unité de 7, alors, par « le théoréeme de prolongement par densité »,
I'opérateur A se prolonge en un unique endomorphisme borné de & (et de méme norme
que A) : si ce n’est pas le cas « l'opérateur (A, 7) est dit non borné sur & ». Dans le cas
général (i.e. borné lorsque 2 = & ou non borné lorsque 2 ¢ &) « l'ensemble résolvante
Q(A,Z) » est constitué des nombres complexes & pour lesquels {1 — A est un élément
inversible de L(Z, &) et dont 'inverse R := (A - £I)7! est un endomorphisme borné de
& :le nombre £ est appelé une « valeur réguliere » de (A, 7) et 'opérateur R, (borné sur
&) est la « résolvante (propre) en & »°.

Proposition 2.1. Soit (A, ?) un opérateur densément défini sur & ; si Ry = (A - X)L et
Ry, = (A - ul)™" sont les résolvantes associées a \ et p dans Q(A, 9), alors

Ry - Ru = ()‘ - M)R)\RM
en particulier nous avons la commutation Ry < R,,.

Preuve. Supposons que (P, 2) et (Q), Z) soient deux opérateurs densément définis sur
& et supposons que P et () soient aussi des éléments inversibles de L(Z, &) d’inverses
respectifs P! et Q7! dans £(&) ; alors nous vérifions directement que

(5) P -Q ' =PTQQT -PTPQT = PTHQ-P)Q!
Le fait que A, u € Q(A, 2) assure (par définition) que A — A\I et A — ;1] sont deux éléments

inversibles de L(Z,&) dont les inverses Ry := (A - A )"! et R, := (A - ul)™" sont des
endomorphismes bornés de & ; par suite en appliquant (5) avec P = Ry et Q = R, il vient

Ry - By, = By((A=puI) - (A= \))Ry = (A= p)RaR,,
O

2.2. Le «spectre » de (A, Z) est le sous-ensemble de C correspondant au complémen-
taire de l’ensemble résolvant, soit (A, Z7) = C~ Q(A, 2) : les éléments de (A, Z)
sont appelés les « valeurs spectrales ». Le « spectre ponctuel » est 'ensemble Vp(A, Z) des
« valeurs propres », i.e. 'ensemble des nombres complexes  pour lesquels il existe X «
2~ {0} t.q. AX = £X :un tel X est appelé un « vecteur propre » de (A, Z). 1l est im-
médiat que Vp(4, 7) c ¥(A, 2), l'inclusion pouvant étre stricte en dimension infinie. Le
nombre complexe ¢ est appelé une « valeur propre approchée » de (A, 2) s'il existe une suite
X1, Xs,... dela sphere unité de 7 (i.e. X,, € Z et | X,,| = 1), t.q. |[AX,, - £X,|| = 0 quand
n — +oo. Nous noterons Vp'(A4, Z) I'ensemble des valeurs propres approchées de (4, 2).

Proposition 2.2. Soit (A, Z) un opérateur densément défini sur un espace de Banach & ; alors
le spectre ¥.( A, 2) est un sous-ensemble fermé de C tel que

Vp(A,2) cVp(A,2)cVp'(A,2) cX(A, D)

6. Pour & € Q(A, 2) ~ {0} nous appelons (I - 1/¢A)™" la « résultante caractéristique en & » : nous n’utilise-
rons pas ici cette notion (liée a la théorie des opérateurs de Fredholm).



B.LA.A. (2016) no 104 Mécanique quantique II : opérateurs non bornés 119

Preuve. L'inclusion de Vp(A4, Z) dans son adhérence est triviale. Maintenant, supposons
que &, &1, . . . soit une suite de Vp(A, Z) qui converge vers ¢ ; si X, est un vecteur unitaire
t.q. AX, =&, X, alors |AX,, - X, || = [£nXn — EXn| = & — €| = 0 quand n — 0; cela dé-
montre que 'adhérence de Vp(A4, 2) est un sous-ensemble de Vp'(A, Z). Pour I'inclusion
de Vp'(4, 2) dans (A, Z), supposons que ¢ soit une valeur propre approchée (4, 7),
i.e. qu'il existe une suite Xy, X1,... dans la sphere unité de 2, t.q. |[AX,, - £X,,| - 0
quand n — +oo. Alors la condition { € Q(A, ) entrainerai par la continuité de R
que 1 = [ X,| = |[Re(AX, — £X0)| < |Rell - |AX, - £X,|, en contradiction avec le fait
|AX, - £X,| - 0 quand n — +oo : l'inclusion Vp'(A, Z) c £(A, Z) est ainsi démontrée.
Il nous reste a établir que le spectre X (A, Z) est fermé : pour cela nous allons vérifier que
toute valeur réguliere de (A, ) est un point intérieur a la résolvante de (A, 7). Remar-
quons d’abord que £ est une valeur réguliere que (A, Z) ssi 0 est une valeur réguliere
de (A-¢&pl, 7) : comme le spectre (et la résolvante) de (A, 7) et de (A -&yl, 2) different
I'un de l'autre par une translation de C, nous aurons établi le résultat général annoncé
si, partant de 'hypothese que 0 est une valeur réguliere de (A, Z), nous montrons que
0 est un point intérieur a Q(A, Z). Dans ce cas (A, Z) est une bijection de Z sur & dont
l'inverse Ry = A™! est un endomorphisme borné de & : il s’agit de démontrer qu'’il existe
ro > 0 tel que tout nombre complexe £ est une valeur réguliere de (A4, 2) des que || < 7.
Soit g = 1/| R | et soit £ € C donné et t.q || < ¢ : alors |€Ry| < 1 et donc (formule d’inver-
sion de von Neumann) I — £ Ry est un endomorphisme inversible de £(&’) dont I'inverse
Se = (I - ERy) ™! est aussi dans £(&). Comme Rg := RoSe = S¢Ry € L(&), il nous reste a
démontrer que R est 'inverse de A - £I. En effet, si d'une part Y est pris arbitrairement
dans & alors R¢Y = RyS¢Y est dans I'image de Ry, c’est-a-dire dans Z et de plus

(A-EI)RY = (A-EI)RoSeY = S¢Y —ERoSeY = (I —€Rp)SeY =Y
Mais d’autre part, si X € &, alors :
Re(A-EI)X =ScRy(A-E1)X =8 X —€S¢Ro X = Se(I -ERp)X =X

ce qui montre que A ¢/ est une application bijective de L(Z, &) dont l'inverse d’inverse
Re = (A-¢€I)7! est une endomorphisme borné de &.
O

Notons ¢?(N) l'espace constitué des suites X = (X, X1,...) de nombre complexes t.q.
Yk | Xk|? < +00; alors I'application (-|-) de £% x 2 - K et t.q. (X|Y) := £52 24 Jx définit un
produit scalaire sur ¢2 associé a la norme X ~ | X| := (X |zx|?)'/? et faisant de (¢2, - |)
un espace de Hilbert (c.f. [Olil6a, § 5.6]).

Proposition 2.3. Etant donnée (fu,);c, une suite de nombres complexes, soit (A, Z) l'opérateur
densément défini sur (*(N), de domaine

P ={X e P(N); 37 [iman|* < +o0}
et t.q (AX)y, = pnxy, ; alors le spectre ¥.(A, 2) est I'adhérence dans C du support de () ooy
Preuve. Comme nous savons (par définition de A), que Vp(A4, Z) = {in }n et que d’autre

part, 'adhérence de Vp(A, 2) est constituée de valeurs propres approchées, il nous reste
a démontrer que tout nombre complexe £ qui n’est pas dans ’adhérence de {1, },, est une
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valeur réguliere de (A, 2). Pour voir cela, soit Y arbitrairement donnée dans ¢*(N) : alors,
I'équation £X - AX =Y entraine que {xy, — fin Ty, = ypn €t comme £ # j1,,, NOUs obtenons que
T = Yn/(€ — pn). Par suite Re = (1 - A)™' = B, ou Y ~ BY est l'application t.q. (BY),, =
Yn/ (& — ). Ainsi € est une valeur réguliere de (A, Z) si B est un endomorphisme borné
de /?(N) : mais cela est immédiat puisque, { n’étant pas adhérent a {1, }p, I'infimum rg
des [£—pun| (pour n > 0) est strictement positif, ce qui assure que B est borné de norme 1/r(.

O

Une conséquence immédiate de la Proposition 2.3 est que pour toute partie F' de C fermée
et non vide, il existe une opérateur (A, Z) densément défini sur ¢*(N) t.q. (4, 2) =
Vp'(A, ) = F (considérer une suite (i, ), de nombre complexes dense dans F).

2.3. Le graphe d'un opérateur (A, Z) densément défini sur un espace de Banach & est
par définition Gr(4,2) = {(X,Y) ¢ 2 x & ; Y = AX}. Nous dirons que (A, 2) est
fermé lorsque son graphe Gr(A, Z) est fermé dans & x & ; il sera dit « fermable » s’il est
la restriction d"un opérateur (A’, ') (i.e. Z ¢ 2’ et AX = A'X, pour tout X € Z) qui est
lui-méme fermé (on dira aussi que (4, Z) possede une extension (A’, ") fermé). Nous
notons simplement Gr(A) lorsque A € L(&) et dans ce cas, nous savons (« théoreme du
graphe fermé » : c.f. Appendice C) que A est borné ssi Gr(A) est fermé dans & x & (pour la
topologie produit sur & x &). Dans le cas olt Z est un sous-espace (dense et) strict de &,
alors (A, 2) est fermé ssi pour toute suite X¢, X1,... de points de Z convergeant (dans
&) vers X,, alors la suite AX(, AX;,... converge vers Y dans & ssi X, € Zet AX, =Y.
En un sens, pour les opérateurs densément définis, la notion de fermeture remplace la
notion de continuité.

Proposition 2.4. Soit (A, Z) un opérateur densément défini sur un espace de Banach & : si la
résolvante (A, Z) n’est pas vide alors (A, P) est fermé.

Preuve. Supposons que (A, 7) posséde au moins une valeur réguliére ¢ : alors la résol-
vante R¢ := (A - ¢I)7! est (par définition d’une valeur réguliere) un élément de £(&)
et donc son graphe Gr(R¢) est fermé. Il s’en suit immédiatement que (A - £, 2) est
fermé, puisque Gr(A - ¢1,2) = @7(Gr(Rye)), oit @ est ’homéomorphisme de & x & t.q.
®(X,Y) = (Y,X) : enfin (A, 2) est fermé car Gr(A,2) = U (Gr(A-¢1,2)) ou ¥ est
I'homéomorphisme de & x & t.q. ¥(X,Y) = (X, Y +£X).

O

En pratique, I’analyse spectrale d"un opérateur densément défini commence par la déter-
mination (si elle existe!) de la fermeture de 'opérateur, c’est-a-dire la plus petite exten-
sion de l'opérateur qui est fermée.

Proposition 2.5. Supposons que 0 soit une valeur réguliere d'un opérateur (A, 7) densément
défini et fermé sur &, de sorte que la résolvante Ry = A™" est un endomorphisme borné de & ; si &
est une valeur réguliere non nulle de (A, 2), alors 1/¢ est une valeur réguliére de Ry et de plus

(1/¢1 - Ro)™' = ~€AR: = €I - &R

Preuve. Etant donné ¢ € Q(A, 2), il est facile de vérifier que 1/£1 — Ry est un endomor-
phisme injectif de & : en effet 'équation 1/£X — Ry X = 0 équivaut a AX - X =0, ce qui
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donne X = 0 (puisque A - £/ est bijectif par hypothese). Afin de montrer que 1/{1 — Ry
est surjectif, soit Y € & arbitrairement donné : nous utilisons alors le fait que ({1 - A)Ry
est une bijection de &, de sorte qu'il existe Z € & tel que Y = ({1 — A)RyZ et par suite :

Y = (&1 - A)(RoZ) = ERoZ — 7 = 1/€(~€Z) - Ro(~€2)

En d’autres termes, Y = (1/£1 — Ry) X pour X = —-£AR:Y. Ainsi 1/£] — Ry est un isomor-
phisme de & t.q. (1/61-Ry) ™! = - AR¢. Il nous reste a démontrer que AR, estborné : mais
partant de l'identité ({1 — A)R; = I il vient AR = {R¢ — I : or R¢ est un endomorphisme
borné de &, car nous avons supposé que ¢ est une valeur réguliere de (A, 2).

O

3. Opérateurs autoadjoints généralisés

3.1. Soit .# un C-espace de Hilbert (toujours supposé séparable). Dans 'algebre £(57)
des endomorphismes bornés d"un espace de Hilbert .77, le passage a I’adjoint est 1’ana-
logue de la conjugaison des nombres complexes : cela fait des opérateurs autoadjoints
et unitaires (c.f. § 3.2 infra) les analogues respectifs des nombres réels et des nombres
complexes de module 1. (La notion de C*-algebres — introduite par Von Neumann et se
successeurs — est construite comme une extension axiomatique de 1’adjoint dans le cadre
des espaces de Hilbert.)

Proposition 3.1. Pour tout A € L(S€) il existe un unique A* € L(I) appelé I'adjoint de A t.q.
(AX|Y) = (X|A*Y), pour tout XY € 5 ; de plus nous avons
(6) (&) : A=A et (id) : |AA = |A)?
Lemme 3.2. VA e L(J), sup {|AX|; | X| =1} =sup{{AX[Y) ; | X] = |Y]=1}.
Preuve. Pour X e J7 fixé, I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne
sup {[ (AX[Y)|; Y] =1} < JAX]|
en posant Y = AX /| AX|| (et sous réserve que AX # 0), nous obtenons alors
sup {| (AX[Y)]; [V] =1} = |AX]
La concusion vient du fait que cette derniere identité est aussi évidente lorsque AX = 0.

g

Preuve de la Proposition 3.1. Etant donné Y ¢ . l'application X ~ (AX|Y) est une
forme linéaire sur .. Il existe donc BY € 7 t.q. (AX|Y) = (X|BY) et il est facile de
vérifier que B € L(¢). D’une part, il est immédiat que B est le seul endomorphisme
a vérifier I'identité (AX|Y) = (X|BY), pour tout X,Y e J; d’autre part, le fait que
A* = B est borné sur % avec |A*| = |A|, découle directement du Lemme 3.27. Enfin,
pour démontrer l'identité (ii) de (6), notons que la sous-multiplicativité de la norme

7. Deuxiéme preuve de l'égalité | A| = |A*| : par définition de la norme opérateur, il existe une suite
X1,Xo, ... dans la sphere unité {| - | = 1} de # t.q. lim, || AX,| = | 4| : ici, nous utilisons le fait que la boule
fermée {| - | < 1} of # est faiblement compacte, ce qui assure l'existence d’une sous-suite X, , Xn,,... qui

tend faiblement vers une limite X, (avec | X.| = 1) : par suite, |A| = limy |[AX,, | = |[AX.] (X ~» |AX]|
est fortement donc faiblement continue) et donc |A|* = [(AX.|AX.)| = (X.|JA*AX,)| < |A*||A]|; ainsi
[A] < | A*| et finalement | A*| = | Al|, du fait que (A*)* = A.
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opérateur assure toujours que |A*A| < |A*||-| A] ; la conclusion vient en utilisant I'égalité
|A| = |A*|, de sorte que (nouvelle application du Lemme 3.2) :

|A”Al

sup {|{AX|AY)|; | x| = Y] =1}

v

sup {|{AX|AX)[; |X| =1} = |4]* = |A*] - |A].
[l

Corollaire 3.3. L'application A — A* est une involution isométrique de L(€), en ce sens que
(A*)* = Aavec | A|| = | A | : nous appelons cette application « la x-involution de L(F) ».

Preuve. Nous savons déja (c.f. Proposition 3.1) que ||A| = ||A*|, ce qui signifie que A —
A* est un isométrie de I'espaces de Banach (L£(.7), | - | ). Pour vérifier que A —» A est une
involution, notons que l'opérateur B = (A*)”* est caractérisé par le fait que (A*X|Y) =
(X|BY), pour tout X,Y € 5 : comme (A*X|Y) = (X|AY), il vient (X|(A-B)Y) =0:
cette identité étant valide pour tout X,Y € JZ, cela assure que A = B.

g

3.2. La *-involution A — A* du passage a l'adjoint dans £(.7¢) nous ameéne a définir
plusieurs sous-classes tres importantes d’opérateurs. Nous dirons d’abord que A est « au-
toadjoint » si A* = A. Pour A € L() quelconque, les deux opérateurs ve(A) := (A+A*)/2
etim(A) := (A" - A)/2 sont tous deux autoadjoints et de plus A = ve(A) + iim(A). Nous
dirons que A est « positif » si (AX|X) > 0, pour tout X € .7 ; comme (AX|X) = (AX|X) =
(X|AX), nous déduisons que ((A - A*)X|X) =0, ce qui n’est possible (pour tout X € .7)
que si A = A* : par suite, un opérateur positif est nécessairement autoadjoint.

Lorsque (AX|AY) = (X|Y'), pour tout X,Y € J#, 'opérateur A est appelé une « iso-
métrie » : une isométrie d'un espace de Hilbert de dimension infinie est injective, mais
pas nécessairement surjective ® : si 'opérateur isométrique A est surjectif (et donc bijectif)
il est dit « unitaire ». A I'instar d"un nombre complexe de module 1, un opérateur U est
unitaire ssi il est bijectif et si U ~1 = U*; il est aussi facile de montrer que U est unitaire ssi
pour toute base hilbertienne { E;}; de /¢ la famille {U E; }; est aussi une base hilbertienne.
Pour conclure ce paragraphe notons que si A € £(.7) est un autoadjoint, alors :

R o T - , N
exp(zA4)" =)’ E(zA) =3 —EA = exp(—1A) = exp(i4) ™
k=0 ~* k=0

Nous pouvons ainsi affirmer que
Proposition 3.4. Si A € L(.) est autoadjoint, alors exp(2A) est unitaire.

8. SiU : s — S est une isométrie, alors pour tout X,Y € . nous avons(X[|Y) = (UX|UY) =
(X|U*UY) : cela implique que U*U = I (I'opérateur identité) : cependant, quand % est de dimension
infinie, cela n’implique pas que U~ soit inversible. Pour ce faire une idée on peut par exemple imaginer la
version en dimension infinie des identités matricielles d’ordres finies telles que

0 1 0 Offo o 0 O 1 0 0 0
0 0 1 Offr 0o 0 OJ_(0 1 0 O
0 0 0 1]fo 1 0o o] [0 0 1 0O
0 0 0 Offo 0o 1 O 0 0 0 O
On est alors amené a considérer 1'isométrie non surjective U : ¢*(N) — (*(N) tq. U(wo,z1,...) =

(0,z0,21,...) pour laquelle nous avons en effet U*U = I.
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3.3. La formalisation de la mécanique quantique nécessite d’étendre la notion d’endo-
morphisme autoadjoint d"un espace de Hilbert /7" au cas des opérateurs densément dé-
finis et possiblement non bornés (c.f. Définition 3.11 infra). Il ne s’agit pas d’une géné-
ralisation nécessaire afin de traiter des situations physiques marginales ou exception-
nelles, mais bien pour traiter les cas les plus élémentaires. Pour voir cela, nous devons
d’abord étendre la définition classique de 1’adjoint d"un opérateur donné ci-dessus au cas
ou 'opérateur est densément défini et non borné. Considérons donc que (A4, Z) est den-
sément défini sur JZ et définissons Z* comme le sous-espace de 7 formé des Y € 7
pour lesquels la forme linéaire ¢y : X ~ (Y|AX) est continue sur Z (munie de la norme
hilbertienne). Pour tout Y € 2*, la forme linéaire ¢y étant continue sur Z elle se pro-
longe en une forme linéaire continue sur tout J# (toujours noté ¢y) : par suite il existe
unY* € A t.q. ¢y (X) = (Y*|X), pour tout X € 7 : I'application A* : Y — Y est définie
et linéaire sur * (par définition de ) et de plus elle vérifie

7) (VX €2, VY €2*)  (Y]AX) = (A*Y]X)

L'adjoint de (A, 2) est par définition, l'opérateur (A*, Z*) (qui n’est pas nécessairement
densément défini). Notons au passage que Y € Ker(A*, ) si et seulement si 0 = (0, X) =
(Y, AX) pour tout X € 7 : cela signifie que Y € Im(A, 2)".

Proposition 3.5. Si (A, Z) un opérateur densément défini sur 7, alors
Ker(A*,2*) =1m(A, 2)*

3.4. Nous allons voir que pour tout opérateur (A4, Z) densément défini sur ¢ (c.f. Pro-
position 3.7 infra) que le graphe de 1’adjoint (A*, Z*) est fermé dans 1’espace produit
J x 7. Une maniere simple d’aborder la question est d’utiliser le fait que I'orthogonal
d’une partie quelconque d"un espace de Hilbert est un sous-espace fermé de cet espace;
cependant ici, 'espace de Hilbert a considérer est le produit cartésien .7 x.7 muni de sa
structure naturelle d’espace vectoriel et du produit scalaire

®) (XU, ) = (X[U) +(Y]V)

Lemme 3.6. L'application (X,Y) » ®(X,Y) = (=Y, X) est un endomorphisme unitaire de
espace de Hilbert 7 x ¢ muni du produit scalaire ((-|-)) défini en (8).

Preuve. Il est immédiat que ® est un isomorphisme borné de 7 x.7 dont l'inverse est
1l =-; I'adjoint de ® se calcule simplement en écrivant pour X,Y,U,V € J¢ :

(X, V)|e(U, V)

<<(X7Y)|(_V7 U)»
(=X, V)+ (Y|U) = (Y[U) + (=X, V) = {(Y,-X)|(U, V)))

de sorte que ®*(X,Y) = (V,-X) = -®(X,Y) : ® est unitaire puisque ®* = &~

Proposition 3.7. Si (A, ) un opérateur densément défini sur 2, alors
9) Gr(A*, 2") = ®(Gr(4,2))"
En particulier le graphe de (A*, 2 ) est fermé.
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Preuve. Le couple (Y, X) appartient a Gr(A*, Z*) si et seulement si
(vZe7)  0=(Y[-A2)+(X]Z) = (Y, X)|(-4Z,2)))

ce qui signifie que (Y, X) est orthogonal ®(Gr(4, 2)).
U

Remarque 3.8. D’apres le Lemme 3.6, ® étant un endomorphisme unitaire de 7€ <., il découle
de (9) que Gr(A*,2*) = ®(Gr(A, 9))L = ®(Gr(A, 2)*) ; mais comme &' = -®, il vient :

(10) ®(Gr(A*,2%)) = Gr(A, 2)"

Proposition 3.9. Si (A, 2) est densément défini sur 7 et fermé, alors (i) : (A*, 2") est den-
sément défini; (ii) : (A**,2*") = (A, D) et (iii) : si ® est 'isomorphisme de F x H t.q.
O(X,Y) = (-Y, X), alors nous avons la somme directe orthogonale

(11) HxH =Cr(A, 2)md(Gr(A*, D))

Preuve. (i) : Pour (A4, 2) densément défini et fermé sur .#, nous allons montrer que
si Y e J est orthogonal & 7*, alors Y = 0. En effet, si Y est orthogonal a ), alors
(Y,0) est orthogonal a Gr(A*, 2*) (dans ¢ x ) : par suite (0,Y) = &(Y,0) est ortho-
gonal a ®(Gr(A*,2")) = Gr(A, Z)*. D’autre part, (0,Y) € Gr(A, 2)** puisque (A, Z)
est fermé. Enfin Gr(A4, 2) est un sous-espace fermé, donc (Gr(A, 2))** = Gr(A, 2) : par
suite, (0,Y) e Gr(A4,Z) etdonc Y = A0 = 0.

(i7)—-(7i7) : Comme (A, 2) est densément défini et fermé sur .7, nous savons (c.f. Pro-
position 3.9) que Z est une sous-espace dense de ¢ : ceci justifie que (A, Z) est un opé-
rateur densément défini sur JZ. Mais en introduisant I'endomorphisme unitaire ¢ de
HxH t.q. ®(X,Y) = (=Y, X) nous savons (c.f. Proposition 3.7 et Remarque 3.8) que
O(Gr(A*,2)) =Gr(A, 2)*; par suite, si Gr(A4, 2) est fermé alors

(12) Gr(A,2)=o(Gr(A*,2"))*

Mais nous savons d’autre part d’apres (i) nous savons que (A*, Z*) est densément dé-
fini : par une nouvelle application de la Proposition 3.7, il vient donc Gr((A**,2*")) =
®(Gr(A*,27))*, de sorte que par (12) nous obtenons

Gr((A*™*, 2**)) = Gi(A, 2)

cela signifie que (A, 2**) = (A4, Z). La somme directe orthogonale en (11) découle donc
du fait que dans un espace de Hilbert le supplémentaire orthogonal d"un sous-espace
fermé coincide avec son orthogonal.

O

L'opérateur (A, 7) (densément défini sur 77) est dit « symétrique » si

(13) (VX,Y €2) (AX]Y) = (X]AY)

Dans ce cas, pour Y € 2 donné, I'application X — (Y|AX) est une forme linéaire continue
sur Z (en effet par symétrie (Y|AX) = (AY|X) < |AY| - | X||). Par suite, 2" étant défini

comme le sous-espace des Y € .77 t.q. ¢y : X — (Y|AX) soit continue sur Z, nous avons
l'inclusion 2* > 2.
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Proposition 3.10. Si l'opérateur (A, Z) densément défini sur F€ est symétrique, alors 9 c P~
et de plus AY = A™Y, pour tout Y € 9.

Remarquons que lorsque (A, 7) est symétrique, la densité de 2 dans /¢ entraine que
l'adjoint (A*, 2*) est densément défini sur’ .. Nous posons la définition suivante.

Définition 3.11. Un opérateur (A, 7) densément défini sur un espace de Hilbert 2 est dit
autoadjoint s’il est égal a son adjoint, i.e. si (A, 2) = (A*, 27).

Proposition 3.12. Un opérateur densément défini est autoadjoint ssi il est symétrique et fermé.

Preuve. D’apres la Proposition 3.7, si (A, Z) est autoadjoint alors il est symétrique et
fermé. Réciproquement si (A4, Z) est symétrique alors nous savons (c.f. Proposition 3.10)
que 7 c 9*,avec A*Y = AY, pour tout Y € Z; si de plus (4, Z) est fermé alors (Propo-
sition 3.9-(i7)) (A**,2**) = (A,2) d'ou Z* c (2*)* = Z etdonc Z* = Z : en conclusion
(A*,27) = (A, 2) dufaitque A*Y = AY, pour tout Y € Z et que d’autre part 7* = 2.

O

Proposition 3.13. Soit (A, Z) un opérateur autoadjoint sur 7 t.q. 0 € Q(A, Z) ; alors A est un
élément inversible de L(9, ) dont l'inverse A™! est un endomorphisme autoadjoint de L( ).

Preuve. Le fait que A™' € £(#) découle directement (par définition) de I’hypothese
0 € Q(A, 2). Pour vérifier que A™! est autoadjoint considérons X = AX' et Y = AY’
arbitrairement pris dans . ; alors (A X|Y') = (X'|AY”) = (AX'[Y") = (X|A7'Y).

O

Nous déduisons la proposition suivante comme corollaire de la Proposition 3.5.

Proposition 3.14. Soit (A, Z) un opérateur autoadjoint sur 5 et pour lequel il existe C' > 0
tq. |AX| > C|X||, pour tout X € 2; alors A est une application inversible de L(9, #’) dont
l'inverse A™! est un endomorphisme autoadjoint de L(H€) t.q. A7 < 1/C.

Preuve. Le fait que |[AX| > C||X|, pour tout X € 2, assure que A est une application
injective de L(Z, 7). En combinant la Proposition 3.5 et le fait que (A, 2) est autoadjoint
il vient : {0} = Ker(A4,2) = Im(A*,2*)* = Im(A, 2)*, ce qui signifie que I'image de
¢ = Im(A, 2) est dense dans .7 : il nous reste a démontrer que ¢4 = .#. Pour cela
nous remarquons est une application bijective de L(¥, %) ; donc, pour tout Y € ¢, nous
avons (par hypothese) |V = |AA7'Y| > C||A7'Y| de sorte que |A™'Y| < 1/C|Y| ; mais
comme ¥ est dense dans .7#, nous savons (théoreme de prolongement par densité des
applications linéaires) qu'il existe B € L£L() (avec |B| < 1/C) telle que A™'Y = BY,
pour tout Y € 4. Soit Y est un point arbitraire de .7 : la proposition sera établie si nous
démontrons que Y € ¢ (puisque nous aurions alors A~! = B). Mais en effet (densité de
¢ dans ¢), il existe une suite Y1,Y>,... de point de ¢ t.q. Y, - Y quand n — +co.
Mais alors, la continuité de B assure que A™'Y,, = BY,, -~ BY quand n — +oo : les couples
(BY,,Y,) = (A7'Y,,,Y;,) forment ainsi une suite dans Gr( A, ) qui converge vers (BY,Y)
(dans 7 x ) : nous pouvons alors conclure que (BY,Y) € Gr(A4,2) du fait que le
graphe de (A, 2) est fermé dans .# x 7, ce qui prouve que Y € 4.

O

9. Cela ne découle pas de la Proposition 3.9 car n’est pas supposé fermé (nous verrons que si (A, Z) est
symétrique et fermé, alors (A, 2) = (A, 2™)).
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3.5. Les opérateurs densément définis et autoadjoints sur un espace de Hilbert jouent
un role particulierement important dans la description quantique du monde physique :
cette formalisation s’est produite a la fin des années 20 et au début des années 30 a par-
tir du travail de Stone et Von Neumann sur la généralisation du « théoreme spectral » tel
qu’énoncé par Hilbert (c.f. [Sto30, Sto32] et le livre de synthese [VN55]). Nous allons voir
quelques propriétés spectrales de ces opérateurs qui généralisent celles des opérateurs
autoadjoints bornés (c.f. Appendice A).

Proposition 3.15. Si (A, 2) est autoadjoint alors son spectre ©.( A, 2) est non vide.

Preuve. Supposons par l'absurde que 2(A, Z) = C; alors en particulier 0 € (A, Z) ce
qui assure (c.f. Proposition 3.13) que A est un élément inversible de L(Z,.7) dont l'in-
verse A~! est un endomorphisme autoadjoint de £(.5#). Nous allons voir qu’il est alors
nécessaire que A~ = 0, ce qui tiendra lieu de contradiction. Pour cela, nous utilisons le
fait que les opérateurs autoadjoints bornés sont spectraloides (c.f. Théoreme 8.3 in Ap-
pendice A) : considérons donc que A est une valeur spectrale non nulle de A™!; alors )
est un réel non nul et du fait que 1/ € Q(A4, 2), nous savons que A — 1/AI est un élément
inversible de L(2,.5#) dont l'inverse (A - 1/\I)~! est dans £(.7#). Nous pouvons alors
vérifier directement que A™! — \I est un endomorphisme inversible de £(.#) d’inverse
L/AAN - A)™L = A(T - XA) 7! : en effet, d’une part

(A=A (AT =2 = (- 2A)(T-AA) =1
et d’autre part (en utilisant la commutation A <> (1/\I — A)~'= c.f. Proposition 2.1)
(A(I - )\A)’l)(A’l ~\) = ((I - )\A)’IA)(A’l M) = (I-M)Y NI -2A) =1

Par suite, A~! est un endomorphisme de £(./#) qui est autoadjoint et de spectre (A7) c
{0} ; lanorme de I'endomorphisme (spectraloide) A™! coincidant avec son rayon spectral,
nous en déduisons que A~! est nécessairement I’'endomorphisme nul de 7 : c’est impos-
sible du fait que A™ AX = X pour tout X € 2.

g

Le théoreme suivant étend aux opérateurs autoadjoints non bornés la version classique
pour les opérateurs autoadjoints bornés (nous en donnons une démonstration qui n"uti-
lise pas le théoréme spectral ot1 le critere de Weyl : c.f. Remarque 3.18 infra).

Théoreme 3.16. Le spectre d'un opérateur densément défini autoadjoint (et donc fermé) d'un
espace de Hilbert (séparable) est un sous-ensemble non vide de R.

Preuve. Soit (A,¥) opérateur densément défini autoadjoint (et donc fermé) d’un espace
de Hilbert (séparable) 77 et soit { = a + i3, avec o, B € R et § # 0. Nous voulons montrer
que (A -£1,%9) est une application bijective de L(¥,.7¢") dont I'inverse est un endomor-
phisme borné de 7. Pour voir cela, notons d’abord que pour tout X € ¥

(14) [(A-¢DX|? = [(A-aD)X|* + 52 X|?
Comme § # 0 I'équation (14) assure que (A - £I1,%) est injective. Pour conclure que

(A-¢&I,9) est une application bijective de L(¥, .7¢), nous devons montrer qu’elle est sur-
jective en s’assurant que son image (A - £1)(¥) est un sous-espace fermé et dense de 7.
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Commencons par vérifier que (A -£1)(¥) est un fermé. Soit Xo, X1, ... une suite de ¢ et
supposons que les Y, = (A-£1) X, tendent vers Y, € 7 quand n — +oco. Alors d’apres (14)
les X, convergent nécessairement vers un point X, de .# et donc les (X,,,Y,,) forment
une suite de Gr(&1 — A,%) qui converge dans 7 x . Mais (A,¥) étant autoadjoint, il
est en particulier fermé; or Gr(A - ¢1,9) = @71 (Gr(A, 9 )), ou ® est 'homéomorphisme
de /7 x 7 t.q. P(X,Y) = (X,Y + £X) : cela assure que Gr(A - £1,9) est fermé dans
JC x F et par suite, X, € 4 avec Yy = (A -¢I)X,.. Nous avons montré que (A -£1)(9Y)
est fermé dans JZ. Pour établir la bijectivité de (A - £{1,%), il nous reste donc a véri-
fier que (A - £I)(¥) est dense dans 7. SiY € (A -E&I)(9)*, alors (Y|AX) = £(Y|X),
pour tout X € ¢ : nous en déduisons que X ~ (Y |AX) est bornée sur ¢, de sorte que
Yed*=9avec A*Y = AY =¢Y.Or (A-¢1,9) étant injectif, I'identité AY = £Y entraine
que Y = 0 : ainsi l'orthogonal (A - £I)(¥¢)* est réduit a {0}, ce qui fait de (A - £I)(¥)
un sous-espace dense de 7. Nous venons de montrer (A — £1,9) est un application bi-
jective de L(¥, 7). Ainsi, (A - £€I)™! peut-étre considéré comme un endomorphisme de
H : pour conclure que ¢ € Q(A,%) nous devons vérifier que (A - &)t est borné. Or ceci
découle du théoreme du graphe fermé : en effet GR((A-¢1)™') = U(GR(A-£1,9) ou ¥
est 'homéomorphisme de /7 x 7 t.q. ¥(X,Y) = (Y, X) : mais nous avons déja vu que
GR(A-¢1,9) est un fermé de 7 x .

O

L'opérateurs (A, 7) est dit « positif » si (AX|X) > 0, pour tout X € Z. Dans les applications
(c.f.§ 6 a propos du laplacien) il est utile de remarquer que si (A4, Z) est un opérateur den-
sément défini sur .7 symétrique, positif et fermable, alors sa fermeture est un opérateur
autoadjoint positif. La proposition suivante complete le Théoréme 3.16.

Proposition 3.17. Si (A, 2) est autoadjoint positif sur 7, alors (A, Z) c [0;+oo].

Preuve. Comme (A, Z) est autoadjoint, nous savons (c.f. Théoreme 3.16) que (A4, Z) c
R. Afin de montrer que (A, Z) c [0;+0co[, soit A < 0 et vérifions A € (A, Z) en ce sens
que A — \I est inversible et que son inverse est dans £(.7¢) : pour cela, nous notons que
la positivité de (A, Z) assure la positivité de (A - A\I, Z), de sorte que pour tout X € 7 :
M| X% < ((A - AI)X|X), soit encore (d’apres l'inégalité de Cauchy Schwarz) :

(15) [(A=ADX] > ] X]

Comme X est réel, (A — \I, Z) est un opérateur autoadjoint inversible de L(Z, 5¢) : par
suite, d’apres (83) et par application de la Proposition 3.14, son inverse est un endomor-
phisme borné de /7.

O

Remarque 3.18. Rappelons que « le critere de Weyl » affirme que « si (A, Z) est autoadjoint sur
S et si \ est une valeur spectrale, alors c’est nécessairement une valeurs propres approchées : en
d’autre termes (A, ) = Vp'(A, 2) ». On peut trouver une démonstration de ce théoréme dans
[RSN55, § 133, p. 360] a partir de la notion de « résolution de l'identité » ; dans ce contexte (que
nous n’abordons pas ici) il est possible de définir le spectre discret de (A, Z) noté £4(A, Z) et de
prouver que cet ensemble est constitué d'une part des points isolés du spectre ¥.(A, 7) et d’autre
part des valeurs propres de multiplicité finie. Le spectre essentiel X.(A, Z), est alors défini comme
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le complémentaire de ¥4(A, Z) dans 3(A, ), de sorte que ¥e(A, 7) = (A, Z) N X4(A, 2).
On montre que ¥..(A, 2) est fermé dans R, une valeur spectrale essentielle étant soit un élément
du spectre continu, soit un point limite d’une suite de valeurs propres de multiplicité finie soit
encore une valeur propre de multiplicité infinie. Notons enfin que I'énoncé général du critére de
Weyl affirme que \ € (A, ) ssi il existe une suite X1, Xa,... de la sphére unité de 2 qui
converge faiblement '° dans A et t.q. | AX,, — XX, | — 0 quand n — +oo ; en particulier un tel \
est une valeur propre approchée de (A, 7).

3.6. Le cas des opérateurs autoadjoints a spectre discret est particulierement important.
Considérons que l'opérateur (A, 7) (supposé densément défini sur .7¢’) est autoadjoint et
que son spectre ponctuel Vp(A4, 2) est non vide. Alors (comme dans le cas borné), il est
facile de vérifier que Vp(A) est un sous-ensemble fini ou dénombrable de R. Nous consi-
dérons alors que (\,), (0 < N < +00) est une suite (finie ou infinie) dont le support est
Vp(A) et ou chaque valeur propre apparait autant de fois que sa multiplicité (possible-
ment infini). Comme (A4, 2) est autoadjoint, il existe une famille (X,)Y , orthonormée
de vecteurs de Z t.q. AX,, = A\, X,,. Si nous notons 2’ 1'espace vectoriel engendré par
{X,,}N, alors la restriction (A, 2') de (A, 2) a 2’ est un opérateur densément défini
sur I'espace de Hilbert .#" engendré par (X,)Y . Lorsque (A, 2") = (A, 2) (i.e. lors-
qu’il existe une base hilbertienne de vecteurs propres) I'opérateur autoadjoint (A4, 2) est
dit « a spectre discret ». La proposition suivante décrit une classe importante « d’opérateurs
non bornés autoadjoints a spectre discret » (c.f. [RSN55, Ch. VIII, § 120, p. 310] pour le cas
général).

Théoreme 3.19. Soit (X,,);>, une base hilbertienne de 7 et (\,,);>, une suite de réels tendant
vers +oo; alors (i) : 'ensemble 9 des Y € A t.q. (M (Xn|Y))22 € £2(N) est dense dans H ;
(i) : (B,2) t.q. BX = ¥, \y (X0|X) X, est un opérateur non borné autoadjoint et (iii) : le
spectre X.(B, ) coincide avec le support de (A, )y (i.e. (B, 2) est a spectre discret).

Preuve. (i)-(i7) : Comme & contient I'espace vectoriel engendré par les X, ¢’est un sous-
espace dense de .77 ; il découle de la définition de (B, Z) que BX,, = A\, X,, : par suite
(B, 2) est un opérateur non borné du fait que les \,, ne sont pas bornés. Pour montrer
que (B, Z) est autoadjoint, rappelons d’abord que Z* est I'ensemble des Y € J7 t.q.
X ~ (Y|BX) soit continue sur 2, I’adjoint de (B, Z) étant I'opérateur (B*, Z*) t.q.

(16) VX €2, VYe2*, (Y|BX)=(B'Y|X)

Il est facile de vérifier que (B, Z) est symétrique, ce qui assure que Z c Z*; afin de
vérifier que Z = 2*, nous remarquons simplement que tous les X,, sont dans 2, de
sorte que pour tout Y € Z* nous tirons de (16) que (B*Y|X,) = A\, (Y|X,) : comme
B*Y est dans 2, nous pouvons conclure que (A, (Y|X,,)),, est dans ¢*(N); cela signifie
que Y € 2. Par conséquent, (B, Z) est bien autoadjoint du fait que c’est un opérateur
densément défini symétrique et t.q. 7* = Z.
(4i7) : Les vecteurs propres X,, associés aux valeurs propres ), formant (par hypo-
these) une base hilbertienne de .77, le spectre ¥ (B, Z) est réduit a 'ensemble Vp(B) des
10. Une sequence X1, X2,... d'une espace de Hilbert séparable .77 est dite faiblement convergente sur

€, sipour toutY € 7, lasuite (X1]Y),(X2]Y),... est convergente (dans C). Dans ce cas il existe un unique
X, t.q. (X,|Y) - (X.]Y) (en particulier, il est nécessaire que la suite | X, | soit bornée).
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valeurs propres de B que constitue le support de la suite (A, ),. Enfin, le fait que la suite
des )\, tende vers +co assure que chacune des valeurs propres est de multiplicité finie :
en d’autres termes, (B, Z) est a spectre discret.

a

3.7. Le théoreme suivant est tres utile dans beaucoup de situations de la mécanique
quantique, lorsque le systéeme étudié est a spectre discret (pour la notion d’opérateur
compact, voir Appendice B).

Théoreéme 3.20. Soit (A, Z) un opérateur densément défini sur un espace de Hilbert 7 (sépa-
rable) : alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(@) : (A, 2) est autoadjoint et il existe X dans 'ensemble résolvant t.q. la résolvante Ry =
(A = XI)7! soit un opérateur compact de L( ) ;

(i1) : Le spectre de (A, Z) est un sous-ensemble dénombrable et non borné de R, sans point
d’accumulations, uniquement formé de valeurs propres de multiplicité finie; si Mg, A1, ... est une
liste (non injective) des valeurs propres de (A, ) (une valeur propre figurant autant de fois que sa
multiplicité), alors il existe une base hilbertienne de 7 formée de vecteursXo, X1, ... dans 7 t.q.

(17) Ve <= (M(X,|Y); neN)er’(N)

(i1i) : (A, 2) est autoadjoint et pour tout X dans I’ensemble résolvant, la résolvante Ry (A) =
A= XI)7t est un opérateur compact de L( ).
p p

Preuve (d’apres [ST89]). L'implication (iii) = (i) étant évidente, il nous reste a dé-
montrer que (i) = (ii) = (i). Pour démontrer (i) = (i), remarquons que l'opé-
rateur (A, 2) étant supposé autoadjoint, nous avons (Ry)* = (A - A\I)~. Cela entraine
en particulier que l'opérateur compact R, est normal et donc (Théoréme spectral pour
les opérateurs compacts normaux : c.f. Appendice B), qu'il existe une base hilbertienne
(X0, X1,...) de S formée de vecteurs propres de Ry avec R\X,, = £, X,,. Notons que
£0,&1,... forme alors la liste non nécessairement injective des valeurs propres de R,
comptées avec leur de multiplicité (finie) ; mais R) étant inversible, son rang est néces-
sairement infini et ses valeurs propres &; sont des nombres complexes non nuls formant
un sous-ensemble infinie bornée de C : ce sous-ensemble posséde donc au moins un point
d’accumulation qui ne peut étre que 0 (propriétés des opérateurs compacts), de sorte que
lim,, &, = 0. Notons d’une part que I'image de R étant égale a 7, I'identité Ry X,, = £, X,
et le fait que &, # 0 assure que X,, est dans & : ainsi, (Xo, X1, ...) est une base hilber-
tienne de J# formée de vecteurs dans . D’autre part, nous pouvons alors écrire la suite
des implications suivantes :
EnXn =R\ X, =— (A- )X, = fiX" = AX, = ()\ + gi)Xn
n

n

soit encore AX,, = A\, X,, avec A\, = A + 1/&,. Nous avons donc trouvé une suite A\, A1, . ..
de valeurs propres de A (avec \,, = +co quand n — +o0) respectivement associées a des
vecteurs propres Xi,X»,... dans Z formant une base hilbertienne de J7. Le fait que
les valeurs propres ), soient toutes de multiplicité finie et forment un sous-ensemble
dénombrable et non borné de R, sans point d’accumulations, découle d"une part de ce
que (A, 7) est autoadjoint et d’autre part du fait que les &, forment une partie bornée de
C dont 0 est le seul point d’accumulation (i.e. lim,, &, = 0 entraine que lim,, \,, = +00).



130 (2016) B.L.A.A. no 104 Eric OLIVIER

Pour montrer (17), notons que Y € ¥ ssi il existe Z € 7 t.q. R\Z =Y. Si nous notons

(an) e *(N) t.q. Z = ¥, an Xy, alors Y = ¥, a,€, X, soit encore
an

(A=An)
Or comme )\, - +00, il existe un rang N t.q. a, = Apbp(A/A, — 1), pour n > N : par suite
(an)n € £2(N) ssi (Anby )n € £2(N) : la conclusion vient du fait que b, \n| = | (AX,[Y)].

Il nous reste a démontrer (ii) = (7ii). Supposons donc qu’il existe une base hil-
bertienne (Xo, X1,...) de 2 formée de vecteurs dans Z t.q. AX,, = \, X, et olt les ),
forment une suite de points isolés de R et tendant vers +co : alors, d’apreés la Proposi-

V=% b X,= avec b,=(X,|Y)=

tion 3.19 (A, Z) est autoadjoint. Etant donné X\ € Q(A) arbitraire, nous voulons montrer
que l'opérateur (A — \I, Z) est inversible et que son inverse Ry est compact. Pour cela
nous commengons par résoudre I'équation (A- A1) X =Y, d'inconnue X, lorsque Y € J#
est arbitrairement donné. En décomposant l'identité (A - A\I)X =Y dans la base hilber-
tienne formée par les X, il vient :

(Vn) (Xn|Y> = <Xn|AX - )‘X> =(A—A) <Xn|X>

Or ) étant pris dans 2(A), nous avons A # \,,, pour tout n et par suite,

1
N X, X) = X,lY
(V) (XlX) = T (XY
Maintenant, comme 1/(\, = \) = 0 quand n — +o0, en posant, pour tout VY € 7
18 RY = —— (XY
(18) %y ) X

nous définissons un opérateur nous R € L£(.#°) qui est compact. De plus, d’apres (18)

nous avons, pour tout Y € J#
(A=ADRY = ¥, 5 ! (XY (AXn - AX) = 5, 5 ! (XY Q- V)X =Y

Cela prouve que l’operateur compact R est l'inverse de l’operateur A=Al

4. Exemple d’opérateur autoadjoint : position

4.1. Soit ¥ le sous-espace de L?(IR) formé des f(z) tel que z f(x) soit aussi dans L?(R).
Alors, (Q,%9) t.q. Qf(x) = zf(z) est un opérateur densément défini appelé opérateur
position. Il y a de multiple fagons de vérifier que @) est non borné. Par exemple, si nous
considérons fj dans la sphere unité de ¢ (i.e. (fo|fo) = 1) et telle que (Q fo|fo) = 0 et si,
pour tout « € R, nous définissons f,(z) := fo(z — @), alors f, est dans la sphere unité de
¢ et de plus, en effectuant le changement de variable y = z — «

(Qfalfa) = [ wfola-a)folw=a)ds
[ e fow)fol)dy
[ vho T @y+a [ 1fow)Pdy = (Qfolfo) + o (folfo) =

Ainsi le produit scalaire (Q f|f) n’est pas borné pour f décrivant la sphere unité de ¢ :
cela prouve que (@, %) n’est pas borné.
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Proposition 4.1. Soit & le sous-espace de L?(R) des f(x) t.q. xf(z) € L*(R) et (Q,¥) l'opé-
rateur densément défini (et non borné) t.q. Qf(z) = xf(x); alors (i) : (Q,%) est autoadjoint et
(i) : son spectre coincide avec la droite réelle et n’est constitué que de valeurs propres approchées.

Preuve. (i) : Il estimmédiat que (Q,%¥) est symétrique et nous voulons montrer qu’il est
autoadjoint, c’est-a-dire que ¢ = ¥*. L'inclusion ¢ c ¢~ étant toujours vraie (pour un
opérateur symétrique), prenons g € 4 et considérons pour tout n > 0 la fonction G,, € ¢
définie par Gy, (7) = 29(x)1[_y, ;n) (7). Le fait que g € ¥, assure l'existence d'une constante
C > 0 telle que | (QG,|g) | < C|Gy||, pour tout n > 0. Par suite,

1/4

[ 22g(z)Pdx < C (/ :c2|g(x)|2dx) <C.Cc? ([ x2|g(x)|2dx) <o
Du fait que log (C - /2 -01/4) =(1+1/2+1/4+--)log(C) = log(C?) il vient :
fnx2|g(x)|2dx <C? < +o0

c’est-a-direque g € 9.
(77) : Soit A € R et pour tout entier n > 0, soit f, = 1[z_1/n,a+1/n]- Alors f,, est un
élément de ¥ t.q. |\ fn(z) - Qf(z)| = |t = A fu(x) < 1/nfn(x) et par suite :

I fo = Qfal® < 1/0?| ful® = 2/0°

Le fait que |Af, - Qfn] = 0 quand n — 0 assure que A € Vp'(Q,%¥) : nous venons de
démontrer que R ¢ Vp'(Q,¥); or VP'(Q,¥9) c 2(Q,%¥) : la conclusion vient du Théo-
reme 3.16 qui assure que X(Q,¥) c R.

[l

5. Exemple d’opérateur autoadjoint : impulsion

5.1. Nous commengons par |'opérateur de dérivation sur l'espace de Hilbert L?(I) pour
I =[0;1]; pour cela, nous partons du fait (« théoreme d’approximation de Weiestrass ») que
le sous-espace € (I) des fonctions de classe C* sur I est dense dans L*(I) : alors la
dérivation D est définie sur > (I) de sorte que pour tout f(z) dans € (1) :

i) =L = j'(a)

AT = X\eM, pour tout A € C, ce qui assure que Vp(D,€>(I)) =

I est évident que De
Y(D,¢>(1)) = C: en particulier (D,%*(I)) est un opérateur densément défini et non
borné sur L?(I). Nous allons voir qu’il existe un domaine (sous-espace dense de L*(I))
sur lequel I'opérateur de dérivation D est proportionnel a un opérateur autoadjoint. Cela
dépend d’une certaine condition au bord de I'intervalle I qui doit étre imposée aux fonc-
tions dans le domaine en question. L'idée est de partir d"une « intégration par parties », en
écrivant pour f, g € L?(I) dérivables :

(ko) = [ F@at)e=[1@a@)] - [ 1) @)

de sorte que

(19) (D1]g) + (1|Dg) = [F(2)a(2)],
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Le membre droit de (19) ne s’annule pas en général. Cependant le sous-espace ¢’ (1)
formé des f € € t.q. £(0) = f(1) est dense dans L?(I), puisque ™ e €% (I), pour
tout n € Z; il découle alors de (19) que (D, €5’ (I)) est un opérateur densément défini sur
L*(I) qui est anti-symétrique en ce sens que, pour tout f,g € €5 (1)

(20) (Dflg) = -(f|Dg)

Cela fait de (-iD, ¢’ (1)) un opérateur symétrique. Mais cet opérateur est trivialement
appartiennent toutes a €5’ () et de
: n € Z) est une base hilbertienne de L?(I), nous

diagonalisable ; en effet, les fonctions f,,(z) := el

plus -i¢D f,, = 2wn f,,. Du fait que (e2imnz
déduisons directement du Théoreme 3.19 ' la proposition suivante :

Proposition 5.1. Soit I = [0;1]; l'opérateur de dérivation (-iD,¥p), oit Gp est le sous-espaces
de L?(I) des séries de Fourier ¥.7%° __ ¢,,e*™ quvec ¥, [ncp|? < +oo est un opérateur non borné
sur L?(I) qui est autoadjoint et de spectre discret, soit : S(~iD,¥p) = Vp(-iD,9p) = 27 Z.

5.2. Nous considérons maintenant la cas de 1’espace de Hilbert L?(R) des fonctions
complexes dont le carré du module est Lebesgue intégrable sur R. Le sous-espace

= I(R)n %" (R)

est dense dans L?(R) et nous nous intéressons ici a I'opérateur de dérivation spatiale
(D,%¥) qui a toute fonction f(x) de ¥, fait correspondre D f(x) = df /dz = f'(x). L'opé-
rateur (D,¥) ainsi obtenu est densément défini sur L?(R) : nous allons vérifier qu’il
est fermable dans L?(R) et identifier sa fermeture. Rappelons que l’espace de Sobolev
A1 = 1 (R) est le sous-espace de L?(R) formé des fonctions f(x) dérivables au sens
faible et dont la dérivée f’(r) est elle méme dans L?(R). En d’autres termes, si Z(R) dé-
signe 'espace des fonctions tests sur R (fonctions C*° sur R et a support compact), alors
la dérivée f’(z) est la fonction L%(R) t.q. pour tout p € Z(R) :

[ F@e@dr =~ [ f@)¢(@)da

Proposition 5.2. La fermeture de I'opérateur de dérivation (D,9) est (D, 1), oit pour toute
fonction f(x) € ", la valeur de D f(x) coincide avec la dérivée f'(x) au sens faible; de plus
(D, A7) est un opérateur antisymétrique en ce sens pour tout f,g e '

{(Dflg) = - (f|Dg)

Preuve. Notons G := Gr(D,¥) et Gy := Gr(D, #'). Comme Gy c G devons démontrer
que G est égal a 'adhérence Gy (dans L*(R) x L*(R)) de Go. Nous montrons d’abord
que G est fermé dans L?(R) x L?(R) : pour tout ¢ € Z(R), nous notons G () 'ensemble
des (f,g) € L*(R) x L*(R) t.q.

[ ¢@7@da=- [ p@)g@)da

mais par définition du produit scalaire {(--)) sur L?(R) x L?(R) tel que donné en (8), cela
signifie simplement que (((¢’, ¢)|(f,9))) = 0 : en d’autres termes G () est le noyau de
la forme linéaire continue {((¢’, p)|-)) : comme G; coincide avec I'intersection des G (),
pour ¢ décrivant Z(R)), nous en déduisons que G est fermé dans L?(R) x L?(R). Il nous

11. Voir aussi le Théoreme 3.20.
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reste maintenant a vérifier que G| c Go. Pour cela, considérons une « approximation de
I'unité €' a support compact », e.g. une suite de fonctions 61,6s,..., avec 6,,(t) = nf(nt)
avec = 61 une fonction ¢! a support dans l'intervalle [-1;1], positive et telle que
[ 0(x)dz = 1: cela assure que pour toute fonction h ¢ L*(R), les convolutions 6, * h
forment une suite de & convergeant ' vers h dans L?(R). Soit (f,g) € G ; alors, pour
tout rang n, nous savons d’une part qu’a la fois 6,, * f et 6,, * g sont dans ¢ ; mais d’autre
part, 0,, * g est aussi la dérivée (usuelle) de 6, * f : en effet, si ¢ € Z(R), alors grace a
intégration par parties (et par application du théoréme de Fubini) :

[y @@z = ~ [ 0,% f@)¢ (2)da
- [ ([ 0w @-ay) ¢ @i
[ 0uw)(= [ 1@ =)' ()dz)dy

[ o [ o= pypt@rde)ay
S ([ 0ot -v)an) ety = [ (6.5 9)(w)o(@)da

ce qui signifie que (6,, * f)’ = 6,, * g au sens faible et donc au sens classique puisque 6,, * f
est une fonction C'*! de L(R). Ainsi (6, * f,0, * g) = (0 * f, (0, * f)') est une suite de G
qui converge vers (f,g) : par suite Go ¢ G1 c Gy et donc G = Go. Enfin, 'antisymétrie
(DO, * f|0r, * g) = — (6, * f|DO, + g) est valable pour tout n > 0 comme identité dans ¥ :
nous en déduisons (passage a la limite) que (D f|g) = - (f|Dg) dans 5#1.

0

La Proposition 5.2 affirme que 'adjoint — dans L*(R) — de (D, 7#") est (-D, #!). Nous
pouvons reformuler et compléter ce résultat comme suit.

Proposition 5.3. (—=iD, #') est un opérateur non borné autoadjoint de L*(R) dont le spectre
coincide avec I'axe réel entier.

Preuve. Comme (D, 7#!) est fermé et antisymétrique, I'opérateur (-iD, #'') est autoad-
joint : son spectre ¥.(-iD, s#1) est donc inclus dans R (Théoréme 3.16). Afin de montrer
l'égalité ¥ (-iD, #") = R, nous allons montrer que tout réel \ est une valeur propre ap-
prochée de (-iD, 7#1). Pour voir cela, notons () := e 2

changement de variable y = x/n il vient pour tout n > 1

2
/’y(g) dxzfefxz/”zdxznfefyzdyzn\ﬂ_r
n

Par suite, si f,,(z) := v (z/n) ¥/ /n, alors d'une part | f,|? = \/7 et d’autre part,

o= (o) ()

. 1 2 1 12
[-infu -l = [ ' () do= 5 [ 2 wPay="1]

n

, de sorte qu’en effectuant le

de sorte que

12. Voir e.g. [GW90, Proposition 21.3.6 & Remarque 21.3.7].
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Nous en déduisons finalement que H —iDf, -\ an - 0 quand n — +oo.

6. Exemple d’opérateur autoadjoint : le laplacien

6.1. Pour I := [0;1], I'étude du laplacien sur 'espace de Hilbert L*(I) est analogue a
celle de I'opérateur D de dérivation effectuée au § 5.1. Nous commencons par considérer
I'opérateur densément défini (A, € (I)), ou € (1) et ot

Af(x)=d*flde® = " (x)

Il est immédiat que (A, > (I)) est non borné : en effet, Ae’* = A\2e**, pour tout A € C, ce
qui assure que Vp(A, (1)) = (A, %> (1)) = C. Mais d’autre part, grace a une double
« intégration par partie », nous avons pour tout f,g € € :

(flag) = [ r@)g e = [$@g @], - [ @e@] + [ 1 @)a)da

de sorte que

e1) (7189 - (Aflo) = [F@T @], - [/ @)at],

Par suite, si nous considérons €5’ (I) le sous-espace de ¢*°(1) formé des restrictions a
l'intervalle I de fonctions C*° sur R et 1-périodiques, alors €5’ (1) est toujours dense dans
L*(I) et il découle immédiatement de (21) que (A, €°(I)) est un opérateur densément
défini sur L?(I) qui est symétrique. Remarquons d'une part que (malgré la restriction
du domaine de ¢*° (1) a €p° (1)), I'opérateur densément défini (A, €5’ (1)) demeure non
borné : en effet, pour tout n € Z, les f,(z) := *™* sont des fonctions de €72°(I) telles
que Af, = —(mn)%f, et donc { - (27n)? ; n > 1} ¢ Vp(A, € (1)). Remarquons aussi
d’autre part, que le domaine €3’ (1) n’est pas optimal pour A, puisque €5’ (I)* contient
(par exemple) le sous-espace €A(I) des restrictions de fonctions de classe C? sur R et
1-périodiques : cela montre que (A, %5°) n’est pas autoadjoint sur L?(I). L'identification
de la « version autoadjointe de A » nécessité — en un sens — de trouver le domaine ¢3°(1) c
¢ c L*(I) optimal t.q. (A, %) soit symétrique et ensuite de montrer que ¥* = %. Notons
H2(I) «espace de Sobolev » des fonctions f e L?(I) deux fois différentiables au sens
faible avec f” € L*(I) ; nous considérons aussi le sous-espace .77 (1) de 5#*(I) constitué
des restrictions f a I'intervalle I de fonctions 1-périodiques deux fois dérivables au sens
faible et t.q. " soient dans L?(I). On peut alors montrer (c.f. [Oli16a, § 9]) que 73 (I) est
un sous-espace de l'espaces €5 (I) des restrictions a l'intervalle I de fonctions f : R — R
de classe C'! qui sont 1-périodiques et que

(22) ) ={f e (1) 5 (F0), F/(0)) = (F(1), (1))}
Remarquons alors que d’apres (21) 'opérateur (A, 7472) est symétrique.

Proposition 6.1. Le laplacien (A, 72(1)) est un opérateur non borné sur L*(I) qui est autoad-
joint et de spectre discret, avec S(A, 3(1)) = Vp(A, 5 (1)) = { - (2m)%; n> 1}.
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Preuve. C’est une conséquence du Théoréme 3.19 et du fait que le laplacien (A, J#72(1))
est un opérateur autoadjoint qui possede un spectre discret dont les fonctions propres
e?*7 (I > 1) forment une base hilbertienne de L?(T).

O

6.2. Nous allons adapter les calculs effectués au § 5.2 pour 'opérateur de dérivation au
cas du laplacien sur L?(RR). Pour cela, nous considérons le sous-espace dense

A = L*(R) n €%(R)

de sorte que pour tout f € JZ, nous notons A f la dérivée seconde de f (au sens classique)
et qui par définition de .# est encore un élément de L*(R). L'opérateur (A, %) ainsi
défini est densément défini sur L?(R) et non borné. Afin de déterminer sa fermeture
rappelons que l’espace de Sobolev J#? = 7#?(R) est le sous-espace de L*(R) formé des
fonctions f(x) deux fois dérivables au sens faible et dont la dérivée seconde f”(x) est
elle méme dans L?(R). En d’autres termes, si 2(R) désigne 'espaces des fonctions tests
sur R (fonctions C™ sur R et & support compact), alors f”(z) est la fonction L?(R) t.q.
pour tout p € Z(R) :

[ 1@e@yde = @) (@)da
Proposition 6.2. La fermeture de (A, %) est I'opérateur autoadjoint (A, 7#7?).

Preuve. Notons G := Gr(A, %) et Gy := Gr(A, #%). Comme Gq c G il reste & démon-
trer que G est égal a 'adhérence G (dans L*(R) x L*(IR)) de Gy. Pour cela considérons
une suite 0,,(t) = 2"09(2"t) (n > 0 et 6y € %) d’approximation de 'unité dans .#". Etant
donné (f,g) € G1, nous savons d’une part que 0,, * f et 6,, * g sont dans ¥ ; mais d’autre
part, 0,, x g est aussi la dérivée (en distribution) de 6,, * f : en effet, si ¢ € Z(R), alors (par
intégrations par parties puis par une double application du théoreme de Fubini) :

[ sy @@z = [ 00x f(@)e" (@)da
[ 0wt -9 @)dwdy
[ oaw)( [ s =pe@)de iy

[ 0wg@-pe@dzdy = [ (0.5 9)@)p(@)da

ce qui signifie que (0, * f)" = 6,, * g. Ainsiles (0,, % f, 0, % g) = (0, % f, (6, * f)") pour n > 0,
forment-ils une suite de G qui converge vers ( f, g). Nous avons ainsi démontré la suite
d’inclusion Gy ¢ Gy c Gy, ce qui assure que G = Go. Enfin, (A,%ﬂz) est un opérateur

autoadjoint comme fermeture d"un opérateur symétrique.
O

Proposition 6.3. (-A, . #?) est un opérateur non borné autoadjoint de L*(R) dont le spectre
coincide avec le demi-axe des réels positifs ou nuls.

Preuve. Il est facile de vérifier (double intégration par partie) que (-A,.(R)) est symé-
trique et positif, ce qui assure (-A, 7#?) est un opérateur autoadjoint positif : par suite
(c.f. Proposition 3.17) nous avons X(-A, 7#?) c [0;+oo[. D’apres la Proposition 3.17, il
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nous reste a montrer que tout réel positif ou nul est une valeur propre approchée de
(-A,.2?). Pour voir cela, notons () := e /2
de variable y = z/n il vient pour tout n > 1

2
fv(f) dmz[6_$2/”2dx=n[6_92dy:nﬁ
n

Soit A un réel arbitraire et, pour tout entier n > 0, soit f,(z) := v (z/n) e”*/\/n; nous
avons alors d’une part || f,,| = /7 et d’autre part,

i) = (oo ()3 () 7
o () G ) G

Or nous avons 7 € L*(R) avec [ 1/ny' (x/n)? dz = |7'|?/n et de méme 4" ¢ L*(R) avec
[1/n*y" (z/n)?* da = |7"|?/n® de sorte que

, de sorte qu’en effectuant le changement

IIH

|~ Afua) - X fu(a)] < AL 7

n n?

Ainsi | - Af(z) = A2 fn(2)| — 0 quand n — +oo et donc A\? € Vp'(-A, #2).

7. Théoreme de Stone - Théoréeme de Hille-Yosida

7.1.  Au début des années 30, Stone [Sto30, Sto32] démontre un résultat sur les groupes
a un parametre d’isomorphisme d’espace de Hilbert qui donne un cadre théorique a la
résolution abstraite de I’équation de Schrodinger. Plus précisément, étant donné J# un
espace de Hilbert, une famille {U; ; t € R} d’opérateurs inversibles de £(.#) est un
« groupe unitaire continu a un parametre » si d"une part Uy = I avec Uy = UsUy, pour tout
s,t € R et si d’autre part, la convergence simple U; X — X a lieu, dans la limite ou ¢ - 0,
pour tout X € 2. Il est alors immédiat de vérifier Uy = I (opérateur identité) et que
t = U; X est un chemin continu dans E, pour tout X € E. Si Z est l'espace vectoriel des
X e 0 t.q. i(U X - X)/t possede une limite AX lorsque ¢ — 0, alors il est immédiat que
2 est un espace vectoriel (éventuellement réduit a {0}) et que X — AX est une applica-
tion linéaire de 2 dans J¢; le « théoréme de Stone » affirme d'une part que (A, Z) est un
opérateur (densément défini et) autoadjoint sur JZ et que, pour tout X € Z, 'unique so-
lution du probléeme de Cauchy Y'(t) = 4AY (¢) avec Y (0) = X est Y (¢) = U(t)X (on note
alors Uy = exp(-1At)); réciproquement, pour tout opérateur (A, ) (densément défini et)
autoadjoint sur J# et pour tout X ¢ ¥, I'unique solution du probléme le probleme de
Cauchy Y'(t) =1AY (t) avec Y (0) = X est Y (¢) = U; X, ot {U; ; t € R} est un groupe uni-
taire continu a un parametre sur J#’. Nous allons voir comment déduire une version de
ce résultat (dans le cas des semi-groupe : c.f. Théoreme 7.20 infra), a partir du théoréme
de Hille-Yosida (pour les espaces de Banach).

7.2. Soit & un espace de Banach et considérons que {S(¢) ; t > 0} est un « semi-groupe »
d’endomorphismes de L£(&) : en d’autres termes, S(t) € L£(&'), pour tout ¢t > 0, avec
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S(0) =IetS(s+t) = 5(s)S(t), pour tout s,t > 0. Nous supposerons toujours que le
semi-groupe est « fortement continu » (i.e. ponctuellement continu en ¢ = 0) en ce sens que
VX €&, %in&S(t)X =X

Lorsque ||S(t) - I| - 0 quand ¢ — 0 le semi-groupe est dit « uniformément continu ».

Proposition 7.1. {S(t) ; t > 0} est un semi-groupe uniformément continu de L(&) si et seule-
ment si il existe A € L(&) tel que S(t) = exp(tA) = ¥ (tA)™/nl.

Preuve. Si A, B sont deux endomorphismes de £(&") qui commutent alors exp(A + B) =
exp(A) exp(B) : cela entraine que ¢ — exp(tA) est un semi-groupe uniformément continu
de £L(&) des que A € L(&). Réciproquement, supposons que ¢ — S(t) soit un semi-groupe
uniformément continu de £(&’) et pour tout ¢ > 0, définissons

1 £
M(e) = - / S(s)ds
e Jo
(Nous utilisons ici « I'intégrale de Bochner » : c.f. Appendice D.) Alors M (e) € L(&) et en
intégrant de 0 a € l'identité S(s +t) = S(s)S(t), il vient
t
23) ft S(o)do = /0 S(s+1)ds = fo S(5)S(t)ds = M (£)S(1)

Mais 'uniforme continuité du semi-groupe S(t¢) assure que M(¢) - I quand ¢ - 0 :
par suite (lemme de I'inverse de von Neumann), lorsque ¢ > 0 est assez petit, M (¢) est
inversible dans £(¢&’). Partant de (23) — avec € > 0 assez petit — nous obtenons

S(t) = éM(e)’l ( JA a+tS(o)d0)

ce qui assure que S(t) est un chemin C! de £(&). En particulier A := 5’(0) € £(&) et en
prenant la dérivée de S(s +t) = S(s)S(t) par rapport a s et évaluée en s = 0, il vient

sy =L =05(s+t)=(dii :OS(s))S(t)=AS(t)

ds

S S

O

7.3. Lorsque & n’est pas de dimension finie, un semi-groupe fortement continu d’en-
domorphisme n’est pas nécessairement uniformément continu. Cependant, si {S(¢) ; ¢ >
0} c £L(€) est un semi-groupe fortement continu, la continuité des trajectoires demeure :
en effet, pour X € & et t > 0 notons que pour tout ht.q.t +h >0:

[S(t+R)X =SOX] <[S@]-|5(n)X - X]|
La continuité forte du semi-groupe entraine donc la continuité du chemin ¢ —» S(t)X.

Proposition 7.2. Si {S(t) ; t > 0} est un semi-groupe fortement continu de L(&), alors pour
tout X e &, l'application t — S(t) X est un chemin continu de &.

Dans le cas ou I'espace de Banach & est 1’espace de Hilbert associé a un systeme quan-
tique, la classe des semi-groupes uniformément continus, n’est généralement pas suffi-
sante pour traiter les questions de dynamique quantique et il est nécessaire d’élargir cette
classe aux semi-groupes fortement continu. La difficulté qui se pose alors est la différen-
tiabilité des chemins ¢t — S(t)X : lorsque {S(¢) ; t > 0} est uniformément continu, nous
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pouvons écrire (c.f. Proposition 7.1) S(t) = exp(tA), ou A est I'opérateur de L(&) tel que
pour tout X € &
1
AX = lim ;(S(t)X - X)
Il est alors raisonnable de poser la définition suivante.

Définition 7.3. Soit {S(t) ; t > 0} c L(&) un semi-groupe fortement continu et soit 9 le
sous-espace des X € & t.q. la limite AX de (S(t)X — X))/t lorsque t — 0 existe; alors A est une
application linéaire de & dans & et (A, D) est le « générateur infinitésimal » de {S(t) ; t > 0}.

Lorsque X appartient au domaine du générateur infinitésimal du semi-groupe fortement
continu {S(t) ; ¢t > 0}, il est alors possible d’interpréter les trajectoires ¢ » S(¢) X comme
I"'unique solution d"un probléme de Cauchy sur & : c’est I'objet du théoreme (important)
que nous allons maintenant démontrer.

Théoréme 7.4. Soit (A, 7) le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu
{S(t) ; t >0} c L(&) et soit X € P :alors (i) : pour tout t >0, S(t)X € P et AS(1)X =
S(t)AX ; (ii) : le chemin (continu) t — Y (t) := S(t)X (t > 0) est continfiment dérivable, de
support inclus dans 9 et satisfait le probleme de Cauchy

(C): Y'(t)=AY(t) avec Y(0)=X
(#ii) : Sit — Z(t) (t > 0) est un chemin dérivable de support dans P t.q. Z'(t) = AZ(t), alors
Z(0) = X entraine Z(t) = S(t)X : autrement dit, t — S(t)X est I'unique solution de (C).

Pour démontrer ce théoréme nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 7.5. Si {S(t) ; t > 0} est un semi-groupe fortement continu de L(&), alors il existe
C>0etw>0tels que (i) : |S(t)| < Ce*t, pour tout t > 0 et (ii) : pour tout X € &,

Vt20, VheR, t+h>0 = ||S(t+h)X - S(t)X| < Ce?!|S(h)X - X|
Preuve. Pour X ¢ & donné, nous savons (c.f. Proposition 7.2) que ¢t ~ S(t)X est un
chemin continu de &. Nous en déduisons alors que sup {|S(£)X| ; t € [0;1]} < +oo et

donc (« théoreme de la borne uniforme » : c.f. Appendice A), il existe une constant C' < +oo
assurant la borne uniforme des normes opérateurs des S(t) pour 0 <t <1i.e.

(24) sup{|S(1)] ; te[0;1]} <C

Soit alors t = n + 7, ot 'entier n > 0 et le réel 0 < 7 < 1 sont arbitrairement donnés ; alors
S(t) =S(1)S(n) =5(7)S(1)" et donc d’apres I'inégalité (24),

IS@I <SS <C-C™ < Ce

ol nous avons noté w = log C. Nous avons w >0, car C' > ||S(0)| = 1.
(i1) : Soit X € & ; alors, d"une part pour tout 4 > 0, nous pouvons utiliser les constantes
C' et w données en (i) pour écrire

(25) [S(t+h)X = S)X] = [SE)(S(h)X - X)| < Ce'|S(h)X - X]|
Mais d’autre part si ¢t — h > 0, 'inégalité (25) appliquée en ¢ — h (au lieu de t) donne
(26) |S(t=h)X - S() X[ < Ce*™M|S(h) X - X[ < Ce'|S(h)X - X]|
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Preuve du Théoreme 7.4. (i) : Etant donné X € & arbitraire et i > 0, nous avons :

27) (%) S(H)X = S(4) (%) X

En faisant tendre i — 0, la continuité de S(t) et le fait que X € &, assure que le membre
de droite de (27) converge vers S(t) AX :la convergence du membre de gauche signifiant
que S(t)X € 7, nous obtenons AS(t)X = S(t)AX.

(it) : Le fait que X € Z entraine, par définition méme du générateur infinitésimal
(A,2), que Y(t) = S(t)X est dérivable en 0% avec Y'(0") = AX. Afin de montrer que
Y'(t) = S(t)AX, nous écrivons pour tout h t.q. 0 < h < t:

Y(t)-Y(t-h) S(h)X - X
h h

~ S(t)AX = S(t-h) ( - AX) + (S(t ~h)AX - S(t)AX)

Si C et w sont des constantes positives t.q. | S(t)| < Ce*" (c.f. Lemme 7.5), il vient
‘ Y(t)-Y(t-h) ‘Y(h) -Y(0)
h h
Le fait que Y'(0") = AX combiné a la continuité du chemin h — S(h)AX avec S(0)AX =
AX (c.f. Proposition 7.2) nous permet alors de conclure que
Y(t)-Y(t-h)
h
Ainsi Y (t) est dérivable en ¢t avec Y'(t) = S(t)AX et donc continiment dérivable ; mais
de plus nous pouvons aussi écrire — par la définition méme de la dérivée Y'(t) — que
S(h)S(t)X -S(t)X
h

-Y'(07)

~S()AX

< Cetv (

+||S(h)AX - AX|)

lim
h—0

=0

- S(t)AX‘

S(H)AX =Y'(t) = }llin(l)

de sorte que S(t)X € Z avec S(t)AX = AS(t)X.

(i41) : Soit X € 2 donné et soit t — Z(t) (¢t > 0) un chemin continiment dérivable de
support dans 2 t.q. Z'(t) = AZ(t) avec Z(0) = X. Pour ¢y > 0 arbitrairement donné et
0 < s < tg, nous posons V (t) := S(to —t)Z(t); alors, d’apres (i) et (ii) :

V/(t) = ~AS(to 1) Z(t) + S(to — t)AZ(t) = 0

Par suite V' (t) = V(0) pour tout 0 < ¢ < ¢y : en particulier V' (0) = V(to); or V(t9) = Z(to)
et comme V' (tg) = V(0) = S(to)Z(0) = S(to)X, il vient Z(t9) = S(t9)X.
0

Remarque 7.6. Soit (A, ) le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu
{S(t); t>0} c L(&); si D = & alors, nous considérons (convention ) que A est un endomor-
phisme de L(&). Dans ce cas, pour tout X € 9 = & nous savons quet — S(t) X et t — exp(tA)X
(avec exp(tA) = Y024 (tA)"[n!) sont solution du probleme de Cauchy Y'(t) = AY (t) avec la
condition initiale Y (0) = X : par unicité de la solution de ce probleme (c.f. (iii)-Théoreme 7.4)
nous obtenons S(t)X = exp(tA)X, pour tout X € &, i.e. S(t) = exp(tA). En particulier, cela
signifie que le semi-groupe {S(t) ; t > 0} est uniformément continu sur &.

13. Rappelons que la convention porte sur la définition des endomorphismes densément définis sur & :
lorsque (A, 2) est densément défini sur & et que 2 = &, nous convenons que A € £(&). L'existence d’endo-
morphismes de & non bornés dépend (essentiellement) de 1’axiome du choix.
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Théoreme 7.7. Soit (A, ) le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu
{S(t); t>0} c L(&); alors (A, D) est nécessairement densément défini sur & et fermé.

La démonstration du Théoréme 7.7 est basée sur le lemme suivant.

Lemme 7.8. Soit {S(t) ; t >0} c L(&) un semi-groupe fortement continu ; si pour tout X € &
et tout t > 0, nous notons

1 rt
(28) M(1)X = ; fo S(u) X du
alors (i) : pour tout t > 0, 'application X — M (t)X est un endomorphisme continu de & — i.e.
M(t) € L(&); (i) : t — M(t) est une approximation de l'identité en t = 0 en ce sens que pour
tout X e &, M(t)X — X, quand t - 0; (iii) : pour tout s,t >0

S(s) -1 S(t) I S(t) I

(29) M(t) = —"—M(s) = M(s)——

(iv) : si (A, 2) est le générateur inﬁnzteszmal de {S(t); t >0}, alors M(t)X € 2, pour tout
X €& (ie. I'image de M(t) est dans 9) et

S(H)X - X

AM () = =25

De plus, si X € 9 alors pour tout t > 0, nous avons
AM(t)X = M(t)AX

Preuve. (i) : Il est immédiat (par définition de l'intégrale de Bochner : c.f. Appendice D)
que l'application X ~ M(s)X définie en (28) est linéaire et que

1 5 ws
IIM(S)XHS—f |S()X]dt < Ce** | X]|
s JO

ot les constantes C' et w sont associées a {S(t) ; t > 0} par le Lemme 7.5.

(ii) : Etant donné X € &, la restriction de 'application t — S(¢) X a l'intervalle [0;1]
étant une application continue sur un compact '#, il existe un module de continuité (uni-
forme) p(n) avec p(n) - 0 quand n - O et t.q. [S(¢)X - S(t + h)X| < pu(n) des que t et
t + h sontdans [0;1] avec || <7 : par suite pour tout 0 < s <1

()X - X = [TI8()X 80X ] db < p(s)

Cela prouve que M (s)X — X quand s — 0.
(i17) : Pour s,t > 0 et X € &, du fait que (S(s) — I)/s appartient a £(&) il vient :

MM(t)X = 1(—[ S(s+u)Xdu—§/otS(u)Xdu)
(1 f S(U)de—éfOSS(u)Xdu—éfstS(u)Xdu)
(

1[ S(U)de—lﬁsS(u)Xdu)
(-f S(t+u)Xdu——stS(U)Xdu)

14. Nous utilisons ici le « théoréme de Heine » généralisé qui affirme que si X un espace métrique compact
et Y un espace métrique, alors toute application continue de X dans Y est uniformément continue.

S

t
1
t
1
t
1
t
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soit encore

S(t) I

S(si—] STy s)x

M(t)X = %(S(t)M(s)X - M(s))

ce qui prouve la premiere identité de (29). La deuxieme identlte, se déduit en remarquant
que pour tout s,t > 0, nous avons (par continuité de S(t))

S(ﬂé/:S(t)Xdu
%fOSS(tJru)Xdu:%fOSS(u)(S(t)X)du:M(S)S(t)X

S(t)M(s)X

Cela termine la démonstration de la partie (i7i).
(iv) : Pour tout X € &, d’apres la partie (i¢) et la premiere identité de (29) que

5(5) I S(t) I St -1 . S(t) -1
t t

lim

s—0

M(t)X =lim M(s)X = im M (5)X = X

ce qui signiﬁe que M(t)X € Z avec AM(t)X =(S(t)X - X)/t. Maintenant si nous sup-
posons en plus que X € &, alors utilisant la deuxiéme identité de (29) nous avons aussi

S(s ) I S(s)X - X S(s)X - X

AM(t) = lim M(#)X = lim M (#) = M(t)lim

s—>0

= M(t)AX
0

Preuve du Théoréme 7.7. Soit X € & arbitrairement donné; alors d’apres le Lemme 7.8
et la définition de M (t) en (28) nous savons que M (¢)X appartient au domaine Z du
générateur infinitésimal A : la conclusion du fait que Z est dense dans & s’obtient en
notant que (c.f. Lemme 7.8) M ()X — X quand ¢ — 0. Il s’agit maintenant de montrer
que (A, Z7) est fermé. Pour cela, considérons que X, Xo, ... est une suite de points de 7
tels que X,, - X avec AX,, - Y quand n - +oco (X et Y étant a priori dans &). Par une
nouvelle application du Lemme 7.8 avec X = X,,, nous avons, pour tout n :

S(t) I

SO sty x, = (92D,
de sorte qu’en faisant tendre ¢ — 0, il vient
w =M(s)AX,
soit encore avec n — +oo
(30) SEX-X sy

En faisant tendre cette fois s — 0, nous avons M (s)Y — Y et par suite, d’apres (30), nous
pouvons conclure que AX =Y.
O

La définition suivante joue un role clef dans I’énoncer du théoreme de Hille-Yosida.

Définition 7.9. Le semi-groupe fortement continu {S(t) ; t > 0} c L(&) est un « semi-groupe
fortement continu de contraction (s.g.f.c.c.) » des que | S(t)| < 1, pour tout t > 0.
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Remarque 7.10. Tout semi-groupe fortement continu {S(t) ; t > 0} c L(&) peut étre associé a
un s.g.f.c.c.. En effet (c.f. Lemme 7.5), si C > 0 et w > 0 sont des constantes t.q. |S(t)| < Ce*?,
pour tout t > 0, alors {S(t) = e™“tS(t) ; t > 0} est encore un semi-groupe fortement continu ; de
plus, si (A, ) est le générateur infinitésimal de S(t), alors pour tout X € 9,

H(S(0X - X) = (SO X) ~ (X)) 1 (e 1) X

on en déduit que le générateur infinitésimal de t +— S(t) est (A - wI, 2). Maintenant si nous
notons | - || la norme de & alors X — | X | ¢ = 1/C| X | est une norme sur & qui est équivalente a
la norme initiale de &. Or, sur 'espace de Banach (&, | - |¢’) nous avons

I50le = Sl < ZOL

Dans la suite nous noterons H le demi-plan de Poincaré, i.e. le sous-ensemble de C formé
des z t.q. im(z) > 0; le théoreme suivant fait partie du « théoreme de Hille-Yosida » :

Théoreme 7.11. Soit (A, 2) le générateur infinitésimal d'un s.g.f.c.c. {S(t) ; t >0} c L(&);
alors I'ensemble résolvant QU(A, Z) contient iH et de plus, pour tout X € iH la résolvante Ry =
(A - XI)7! vérifie | Ry| < 1/ve(\) : en particulier

VX €2, YA>0, [AX -AX|>\|X]|

Preuve. Soit (A, Z) le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu de contraction
{S(t); t >0} etsoit A = a+ b e C tel que a = re(A) > 0. Comme par hypothese S(t) est
une contraction, nous avons

(31) leS()X] <e™|X]

Comme a > 0, I'inégalité (31) assure la condition de domination de e *'S(¢) X sur l'inter-
valle [0;+oo[, ce qui nous autorise a définir pour tout X € & :

+00
(32) RAX = — fo NS () X dt,
de sorte que R est un endomorphisme linéaire de & borné, puisque (31) entraine que
+00
3) IRAX[ < [T e X dt = [ X)fa

Par ailleurs, pour tout & > 0, nous obtenons d'une part (grace a la continuité de S(h))

(w)&x - l(_fom e"\tS(h+t)th+foooe"\tS(t)th)

h h
1 +00 Mu—h) too h s
- —(—f e Mu S(U)Xdu+/ e S(t)th—/ e S(t)th)
h h h 0
soit encore,
S(h) -1 M1 ey Lo
4 SADb V-5 g f X dt —f )X dt
oo (O RS [Tevsoxan g [fesa)

En faisant tendre h — 0 il vient (en conclusion de cette premiére étape)

(35) VXeb, RyXeZ et AR X = \R)\X+X
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Mais d’autre part, nous pouvons aussi écrire (grace a la continuité de S(h))

(S(hz—I)RAX:_/O+°°e_M(S(h+t]3—S(t))th

c’est-a-dire

-1 h)-1
(S(h) )RsznA(S( ) )X
h h
Par suite, étant donné X € & nous avons AR, X = RyAX : dans ce cas, (35) devient
(36) VX e9, RAVAX=IRX+X
Nous savons d’apres (33) que R et un endomorphisme de £(&) t.q.
1 1
37 Rill < —=
@7) IRAl< ¢ = o553

Par (35) il vient R) (&) ¢ Z avec (A - A)R X = X pour tout X € &; enfin, (36) assurant
que Ry(A-AI)X = X, pour tout X € &, nous pouvons conclure que A—\I est un élément
inversible de L(Z, &) dont l'inverse est R . Nous avons démontré que Ry = R : lorsque
A >0, nous avons a = X et de (37) nous tirons que | R,| < 1/X; par suite, pour tout X € 7

| X| = |Ry(A-A)X| < 1/A|AX = AX|

Ceci acheve la démonstration du théoréme.

Le Théoréme 7.11 nous amene a poser la définition suivante.

Définition 7.12. Nous dirons qu’un opérateur (A, 7) densément défini sur l'espace de Banach
& est « dissipatif » si et seulement si

VX e, VA>0, |[AX -AX| >\ X|
Si de plus tout A > 0 appartient a Q(A, ), alors opérateur (A, D) est dit *° « m-dissipative ».

Remarque 7.13. Notons que si (A, Z) est dissipatif sur 'espace de Banach &, alors pour tout
A > 0, nous avons (A — NI )(X) = 0 entraine que \| X | =0, i.e. X =0 : cela signifie que A — \I
est une application injective de L(Z,&).

Le théoreme suivant simplifie grandement la vérification de la propriété de dissipation
des opérateurs densément définis

Théoreme 7.14. Soit (A, Z) un opérateur densément défini sur & et dissipatif : alors les trois
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) : (A, 2) est m-dissipatif;

(i) :¥A>0, VY €&, 3X € D, AX - )X =Y ;

(i41) : INg >0, VY € &, IX € 9, AX -\ X =Y.
Preuve. L'équivalence (i) <= (ii) correspondant a la définition de la m-dissipativité.
L'implication (ii) = (#ii) étant immédiate, il nous reste a démontrer que (iii) = (ii).
Supposons donc I'existence de A\g > 0 tel que pour tout Y € &, 'équation AX - \gX =Y

admet une solution X (nécessairement unique) dans . L'application Ry, = (4 - \gI)™*

15. Le « m » de m-dissipatif est pour « maximal »
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est un endomorphisme de & t.q. R),(&") c Z : ainsi, pour tout X € &, nous avons Ry, X €
2 et nous pouvons utiliser la dissipativité de (A, Z) pour écrire que

1 1
| B X € —[[(A=XoI) Ry, X[ = —[ X]|
Ao Ao

En d’autre termes, Ry, € L(&) avec |Ry,|| < 1/Xo. Pour A > 0 et Y € & arbitraire donnés,
AX =AX =Y ssi AX = XX =Y + (A= X)X, d'ott X = Ry, (Y + (A= X9) X ) = B(X). Alors
I'application linéaire X — B(X) (dépendant de A et Y) est bornée sur & et vérifie :

A=A
B0 - BOG < 1Ryl P ol 13- Xl « 2221, -

Si0 < A< (3/2)\, alors B est une contraction linéaire de & : par suite, (théoreme du
point fixe de Banach-Picard), il existe X € & t.q. BX = X : pour tout Y € & et tout
0 <A< (3/2)\o, il existe donc X € 7 t.q.

Y+ (A=X0)X = (A-A])BX = AX - Ao X

cest-a-dire t.q. Y = AX - A X. Nous pouvons réitérer cet argument en remplacant succes-
sivement g par (3/2) Ao, (3/2)?\o, . .. de sorte que I’équation AX — AX =Y posséde une
solution X, pour tout 0 < A < (3/2)" )¢ et pour tout n > 1, i.e. pour tout A > 0.

O

La notion m-dissipativité, permet de combiner les Théorémes 7.7 et 7.11 comme suit :

Théoreme 7.15. Soit (A, ) le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu de contrac-
tions {S(t) ; t >0} c L(&); alors (A, Z) est densément défini, fermé et m-dissipatif.

Le Théoreme de Hille-Yosida affirme que la réciproque est aussi vraie.

Théoreme 7.16 (Hille-Yosida). Soit Z un sous-espace de l'espace de Banach & et A un élément
de L(2,&) ; alors on a équivalence entre les deux propositions suivantes, soient :

(%) : (A, 2) est un opérateur densément défini sur &, fermé et m-dissipatif ;

(i1) : (A, 2) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu de contraction.

Preuve. Voir [Bre87, Théoreme VILS, p. 116].
O

7.4. Nous allons maintenant spécialiser le contexte du théoréme de Hille-Yosida au cas
particulier (trés important pour la mécanique quantique) des espaces de Hilbert '°. Pour
cela, considérons que (A, Z) un opérateur densément défini sur I'espace de Hilbert .77 ;
alors il est facile de vérifier que (A, 2) est dissipatif ssi ve (AX|X) < 0, pour tout X € Z.
En effet, supposons que (A, Z) soit dissipatif ; alors pour tout X € Z et tout A >0

MNX|? < |AX - AX |2 = [AX 2+ M| X% - 2)ve (AX|X)

ce qui donne
|AX|?

AX|X) <
e (AX]X) < 155

16. C’est un cas spécial du sous cas des espaces de Banach réflexifs que nous n’abordons pas ici.
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et te (AX|X) < 0 en faisant tendre A - +o0. Réciproquement, si re (AX|X) < 0 pour tout
X € 9, alors pour tout X € 7, I'inégalité de Cauchy-Schwarz assure que pour tout A > 0

JAX = AX||- [ X] 2 te (AX = AX|X) = M| X|? - ve (AX]|X) > A\ X|?
cela signifie bien que (A, 2) est dissipatif .
Proposition 7.17. (A, ) densément défini sur un espace de Hilbert ¢ est dissipatif ssi
(VX e2) re(AX|X)<0

Théoreme 7.18. Soit (A, Z) un opérateur densément défini fermé et dissipatif sur un espace de
Hilbert 7. Si (A*, 2*) est aussi dissipatif alors (A, 2) est m-dissipatif.

Preuve. D’apres le Théoreme 7.14 nous devons vérifier que 1 € Q(A, 2), c'est-a-dire
que A - I est une application linéaire bijective de Z sur J# dont l'inverse est un en-
domorphisme borné de 7. Notons .# := Im(A - I, Z7); alors la dissipativité de (A, Z)
assure (c.f. Remarque 7.13) que A - I est une application bijective de L(Z,.¥) ; de plus, si
R:=(A-1)7%, alors pour tout (X,Y) € Z x .# t.q. AX - X =Y nous avons

(38) |RY[ = [X] < [AX - X = [Y]

Le théoréme sera donc établi si nous démontrons que .¥ = JZ : pour cela nous allons
vérifier que .# est un sous-espace dense et fermé de 7. La densité de .# dans /¢ s’obtient
a partir de la dissipativité de (A*, Z") : celle-ci assure (de méme que pour A — I) que
A* — I est un élément injectif de L(2*, 5¢), d’ot1 nous tirons que Ker(A* - 1,2*) = {0};
la densité de .# découle alors du fait (c.f. Proposition 3.5) que .#* = Im(A - [, 2)* =
Ker(A* - I,2"). Par suite, le théoréme sera démontré si nous pouvons vérifier que .%
est un sous-espace fermé de 7. Pour voir cela, montrons d’abord que (A - I, Z) est
un opérateur fermé dans J7 : en effet, si (X1,Y7), (X2,Y2),... est une suite de points de
9 x 7 qui convergent vers (X,Y) dans s x 7 ett.q. Y, = AX, - X,,, alors AX,, = X,,+Y,,
et la fermeture de (A, 2) assure alors que X ¢ 7 avec AX = X -V, soit encore que
(Ar)X =Y :legraphede (A-1, Z) est donc bien fermé dans .7’ x 7. D’autre part, partant
du fait que (R, .#) est un opérateur densément défini sur .77, il découle de (38) qu'il existe
un endomorphisme de . borné que nous notons R, de norme |R|| < 1 et prolongeant R
atout .7, en ce sens que RY = RY, pour tout Y € .#. Nous pouvons maintenant terminer
la démonstration en montrant que .# est fermé. En effet, si les Y;,Y5,... forment une
suite de Cauchy de points de .#, alors d’une part les X,, = RY,, = RY,, sont des points de
7 (puisque R(.#) = 2) et d’autre part, la continuité de R entraine qu'ils forment suite de
Cauchy : si nous notons Y et X les limites respectives des Y;, et des X,, dans ./#, alors la
fermeture de (A - I, 7) assure que (X,Y) € 2 x .Z, avec X = RY : nous pouvons ainsi
conclure que .# est bien un sous-espace fermé de .7Z, ce qu'il fallait démontrer.

g

Le théoréme suivant est une partie du « théoreme de Lumer et Phillips ».

17. Dans le cas d'un espace de Hilbert (ou d'un espace de Banach réflexif), il existe une autre terminolo-
gie : ainsi (A, 2) est dit « accrétif » ou « monotone » si ve (AX|X) > 0, pour tout X € Z : en d’autres termes
(A, ) est «accrétif » ssi (-A, Z) est « dissipatif ». Si de plus la résolvante Q(A, 2) contient I’ensemble des
A < 0 alors (A, 2) est dit « m-accrétif », ou encore « maximal monotone » (c.f. [Bre87, Chap. VII, p. 101]). Par
suite, (A, 2) est dissipatif (resp. m-dissipatif) ssi (-A, Z) est accrétif (resp. m-accrétif).
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Théoreme 7.19. Si (A, 2) est densément défini fermé et dissipatif sur un espace de Hilbert 7€ et
si (A", 2") est aussi dissipatif, alors (A, P) est le générateur infinitésimal d'un s.g.f.c.c. sur F.

Preuve. D’apres le Théoreme de Hille-Yosida et le Théoreme 7.18.
O

En vue des applications a la mécanique quantique, nous allons voir une partie du « théo-
réme de Stone », dans une version « semi-groupe ». Le résultat en question (c.f. Théoréme 7.20)
peut se déduire comme corollaire du théoréeme de Hille-Yosida (historiquement c’est le
théoréme de Stone qui est a l'origine du théoréeme de Hille-Yosida). D’apres le Théo-
réme 7.4, nous obtenons ainsi le cadre abstrait de la résolution de I'équation de Schro-
dinger. Notons que dans le cas ot le générateur infinitésimal (A, Z) du semi-groupe
{S(t) ; t >0} c L(&) est antisymétrique, en ce sens que (A, Z)* = (-A, Z), il est immé-
diat de vérifier que l'opérateur (A, 7) est autoadjoint, puisqu’en effet, pour X,Y ¢ 7
nous avons (le produit scalaire est anti-linéaire a droite)

(AX|Y) = i (AX]Y) = —3 (X|AY) = (X]iAY)

Théoreme 7.20. Si (A, ) est un opérateur autoadjoint sur I'espace de Hilbert 7, alors (1A, D)
est le générateur infinitésimal d'un s.g.f.c.c sur .

Preuve. L'opérateur (A, 7) étant autoadjoint, c’est par définition un opérateur densé-
ment défini qui est nécessairement fermé (c.f. Proposition 3.12). Pour tout X € &, nous
pouvons utiliser la symétrie de (A, Z) de sorte que (AX|X) = (X|AX) = (AX|X) : par
suite (AX|X) € R et donc re(c2AX|X) = 0 pour ¢ = £1 : nous venons de vérifier que
(€14, Z) est un opérateur fermé et dissipatif. La conclusion vient du Théoreme 7.19, du
fait que I’adjoint de (¢4, Z) est égal a (24, 2).

O

Nous verrons dans [Olil6b] que la description quantique d’un systeme mécanique se
réalise par la donnée d"un espace de Hilbert J# ainsi que d’un hamiltonien quantique
(H,9) densément défini dans .7# et autoadjoint. Un chemin ¢ — W(¢) sur la sphere unité
de ¢ est une évolution quantique possible du systeme mécanique étudié ssi « I'équation
de Schrodinger » est satisfaite le long de ce chemin en ce sens que

., AV
(39) ih—- = HU(1)

Ici h est la fameuse constante de Planck égale au quantum d’action. Notons que la forme
«optimale » du Théoreme 7.20, amene naturellement a I'introduction du facteur multipli-
catif « i » faisant de (-¢H /h,¥) le générateur infinitésimal d"un semi-groupe continu de
contractions sur .7 : si (par analogie avec le cas borné) nous notons {exp(¢H/h) ; t >
0} ce semi-groupe, alors les solutions de (39) sont formellement de la forme ¥(¢) =
exp(itH [h)Vy. Le Théoreme 7.20 donne ainsi une justification intéressante de la présence
du nombre « % » dans 1’équation de Schrodinger.

Remarque 7.21. Le théoréeme de Stone original traite de la caractérisation des sous-groupe uni-
taire a un parametre {Uy ; t € R} ¢ L(I) qui sont fortement continus : en particulier |U;| = 1.
Dans le Théoreme 7.20, nous considérons des semi-groupes {S(t) ; t > 0} fortement continu et
formé de contractions, de sorte que | S(t)| < 1.
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8. Appendice A : propriétés spectrales de certains opérateurs bornés

8.1. Unendomorphisme A borné, agissant sur un espace de Hilbert séparable .7 est dit
«normal »si A*A = AA* (i.e. [A, A*] = 0). Les isométries (et donc les opérateurs unitaires),
ainsi que les opérateurs autoadjoints sont tous des opérateurs normaux.

Proposition 8.1. Soit A € L(€) un opérateur normal ; alors

(i) : pour tout X e 5 et tout £ € C: AX = €X ssi A*X = €X ; de plus, si X,Y € A sont
deux vecteurs propres respectivement associés a & et n), alors (X|Y') = 0 des que € # n;

(1) : si A autoadjoint (resp. positif), alors Vp(A) c R (resp. Vp(A) c [0;+0]);

(i17) : si A est isométrique (pas nécessairement surjective), alors Vp(A) est un sous-ensemble
(possiblement vide) du 1-tore T ={|-| =1} et Vp(A*)nT = Vp(A);

(ii1)" : si A est unitaire (i.e. isométrique et surjectif), alors Vp(A) c T et Vp(A*) = Vp(A).

Preuve. (i) :Si A est normal, alors B := { — A est aussi normal ; si BX =0 alors
0=|BX|*=(BX|BX)=(B"BX|X)=(BB*X|X) = |B*X|?

et par suite AX = ¢X ssi A*X = £X.Si AX = (X et AY =Y alors £(X|Y) = (AX|Y) =
(X]A*Y) =(X[|Y) = (X|Y) et donc £ # i implique (X|Y) = 0.

(i7) : Soit X un vecteur propre de la valeur propre £ de A. Si A est hermitien, alors

E1X|? = (AX|X) = (X]AX) = €| X

Cela entraine que ¢ = € i.e. £ € R. Si A est positif, alors £]| X ||2 = (AX|X) > 0 et donc € > 0.

(#i1)-(4i7)" : Nous démontrons un résultat un peu plus général : soit A un opérateur
« spectraloide » de norme || Al = 1, en ce sens qu’il existe X € .7 avec | X | = 1 et qui soit un
vecteur propre de A associé a une valeur propre ¢ € T. Alors (c.f. Proposition 3.1) nous
avons |A|? = [A*A| = |[AA*|| = |A*|? : par suite |A| = |[A*| = 1 et donc:

1=[¢] = {(AX]X)] = (X]A" X)) < [ X - A" X[ < [ X[ - A7) X =1

de sorte que [(X|A*X)| = | X]| - |[A*X| : par le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-
Schwartz, il est nécessaire que X et A*X soient proportionnels, i.e. A*X = (X pour un
scalaire ¢ € C; alors, ¢ = (X]|A*X) = (AX|X) = £ : nous avons démontré que A*X = £X.
En appliquant le méme argument a A* nous déduisons que
(40) Vp(A*)nT=Vp(A)nT
Quand A est isométrique, nous savons d'une part que |A| = 1; mais d’autre part, 'iden-
tité AX = X (pour | X | = 1) entraine que 1 = (AX|AX) = |¢]2, d’ot1 I'inclusion Vp(A4) c T:
par suite, d’apres (40) nous avons Vp(A*) n T = Vp(A). Si A est unitaire, alors A et A*

sont (en particulier) isométriques : par une nouvelle application de (40) nous pouvons
conclure que Vp(A*) = Vp(A).

0

8.2. Nous avons noté dans la Proposition 8.1 que lorsque A est une isométrie non sur-
jective d’un espace de Hilbert, il n’existe pas de relations simples entre Vp(A) et Vp(A*)
autre que Vp(A) nT = Vp(A*) n T. Pour illustrer cela, nous allons regarder de pres les
« opérateur de Koopman-von Neumann » intervenant dans I’approche spectrale de la classi-
fication des « systemes dynamiques non inversibles ». Supposons que T : X — X soit une
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transformation continue définie sur 1’espace métrique compact X et soit ;(dz) une me-
sure de probabilité borélienne sur X supposée T-invariante, en ce sens que T} := o T
(obtenue par « push-forward ») coincide avec i (i.e. 1 = o T7Y) : on dit que (X, T, 1) est
« un systeme dynamique mesuré (s.d.m.) ». Notons n = fu la probabilité absolument conti-
nue par rapport a ot f : X — [0;+oo[ est une fonction de I'espace L'(p:) des (classes
de) fonctions boréliennes (a valeur complexe) u-intégrable t.q. [ f(x)u(dz) = 1; alors,
il est immédiat que Txn = T (fp) = f o Tp. Maintenant si nous considérons que f est
un élément quelconque de L'(), alors la probabilité p étant T-invariante, nous avons
[1f o T(z)|u(dz) = [|f(x)|pu(dz) : nous venons de vérifier que f ~ Urf = f o T est un
endomorphisme de L'(11). D’autre part, I'espace de Hilbert L?(;1) est un sous-espace de
L'(u) dont il est facile de vérifier qu’il est laissé stable sous I'action de Uy. Par définition
« l'opérateur de Koopman-von Neumann » est la restriction de Ur (toujours notée Ur) a l'es-
pace L*(p) : il est immédiat que Ur : L*(u) - L*(u) est une isométrie puisque pour tout
f,g € L*(p) la T-invariance de y assure que

(UrflUrg) = [ HT@)gT@)uidw) = [ F@)g(eIn(dz) = (flg)

Le 1-tore T = R/Z est un groupe compact pour l'addition (z,y) ~ = +y (mod 1) et nous
notons A(dzx) = dx « la mesure de Haar » '°. Si Ty désigne la multiplication par 2 modulo 1
(i.e. To(z) = 22 (mod 1)), alors il est facile de voir que (T, 75, \) est un s.d.m. : on montre
que Vp(Ur,) = {1} (cela est dti au fait que le s.d.m. (T, T2, \) est « fortement mélangeant »).
Dans ce cas particulier (simple et important), il est facile d’identifier I'adjoint U7 associé
a l'opérateur de Koopman-von Neumann ; en effet, pour tout f, g € L?()),

(Ung) = [ F@)geT@ae = [ fg@nar [ /lf(x)g(%—l)dx

L1 fy\— 1, (z+1\——=
fo §f(§)g(y)dy+f0 §f( 5 )g(y)dy
ce qui nous donne

s (2)- ()

On peut alors montrer (assez facilement) que Vp(Uj,) > D°ul, ot D° := {|-| < 1}
est le disque unité ouvert du plan complexe. (L'adjoint Uy, : L*(u) — L*(p) en (41)
est traditionnellement appelé « I'opérateur de Perron-Frobenius ».) Cette remarque sur les
propriétés spectrales des isométries non surjectives (i.e. non unitaires) d’un espace de

Hilbert et lié a la question de la brisure de symétrie temporelle observée dans les systemes
dynamiques irréversibles, c’est-a-dire avec le « Théoreme H de Boltzmann ».

8.3.  Mentionnons que le « théoréme spectral » pour les opérateurs normaux dans £(.¢)
affirme qu’un tel opérateur A est unitairement conjugué a un opérateur de multiplica-
tion : plus précisément, cela signifie qu'il existe une mesure positive et sigma-fini '’ sur
R, que nous notons /i, ainsi qu'une fonction f : R - C qui soit p-essentiellement bornée
surRtq A=U"1M #U, ou M est'opérateur de multiplication g = Mg = fg définie sur

18. L'unique mesure (de Radon) de probabilité t.q. A(A) = A(A + = (mod 1)), pour tout z € T et tout
borélien A de T.
19. Cette condition assure que I'espace de Hilbert L7, (R) est séparable.
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I'espace de Hilbert Li(R) etoulU : 77 — Li(R) est une application unitaire (i.e. trans-
forme une base hilbertienne de .7 en une base hilbertienne de Li(R)). On peut alors
démontrer que le spectre de M coincide avec les valeurs essentielles de f (i.e. les valeurs
z € C prises par f et telles que p(f™(V)) > 0 soit strictement positif, pour un voisi-
nage V' de z dans C. On peut aussi démontrer que chacune de ces valeurs spectrales sont
des valeurs propres approchées de l'opérateur M (sans étre nécessairement des valeurs
propres : c.f. « critere de Weyl » et Remarque 3.18 supra) ; en admettant ce résultat, il est
facile d’établir la proposition suivante.

Proposition 8.2. Pour A € L(.7), les propositions suivantes sont satisfaites : (i) : ©(A) c {z €
C; |z| < |A|}; (3t) : si A est autoadjoint alors ©(A) c [—||A|; | A|]; (i)’ : si A est positif alors
Y(A) c[0;]|A|]; (i4i) : si A est unitaire alors S(A) c {zeC; |z| = 1}.

Preuve. (i):Si|¢| > ||A|, alors [1/£A] < 1 et donc (formule d’inversion de Von Neumann)
I - 1/¢A estinversible dans £(.7) d’inverse B := 3.7, (1/¢€A)* ; il est alors immédiat que
¢I — A est inversible dans £(#) d'inverse 1/{B et donc & € Q(A).

(ii)-(i7)" : Soit A € L(A) autoajoint et soit £ une valeur propre spectrale de 4, i.e.
une valeur propre approchée. Alors, il existe une suite X, X»,... de points de la sphére
unité de 7 t.q. |AX,, - £X,| = 0 quand n — +o0. Or pour tout rang n

(AX, - £X,|X,) + € = (AX,|X,) = (X,|AX,) = (Xn|AX, - €X,) + €

et comme (inégalité de Cauchy-Schwarz) | (AX,, - {X,|X,) | < [|AX,, — X, [, nous en dé-
duisons (dans la limite ot n - 0) que ¢ = ¢ : cela prouve que £ € R. Lorsque A est positif,
alors pour tout rang n, nous avons

0<(AX,|X,) = (AX, — X0 X0) + €| X = (AX, - EX| X)) + €

ce qui entraine que £ > 0, lorsque n — +o00

(i13) : Soit A € L(s) unitaire et soit £ une valeur propre spectrale de A, i.e. une
valeur propre approchée (« critere de Weyl »). Si X1, Xo, ... est toujours une suite de points
de la sphere unité de 77 t.q. |AX,, - (X, | - 0 quand n - +oo, il vient pour tout rang n :

1= ”XnH = <AXn|AXn> = <AXn _an’AXn> +£<Xn‘AXn>
(AX, - £X,|AX,) + € (X |AX, - €X,,) + £€

L'inégalité |(AX,, - £X,|X,) | < [|[AX, - {X,|, nous permet alors de conclure (dans la
limite oti n — 0) que 1 = &€, soit encore que |¢] = 1.
O

8.4. D’une maniére générale, si A est un endomorphisme borné d"un espace de Banach
&, «le rayon spectral » de A est le supremum p(A) des modules des éléments du spectre
Y(A), de sorte que I'inégalité p(A) < | A| est toujours valide (c.f. Proposition 8.2) ; notons
aussi que la sous-multiplicativité de la norme opérateur sur £(&") justifie I'existence de
la limite de la « formule de Guelfand » donnant le rayon spectral, soit :

42) p(A) = lim {/TA] = inf { /A5 n =1}

Il découle de la formule d’inversion de Von Neumann que pour tout opérateur A borné
sur un espace de Banach, le module |{| d’une valeur spectrale est majoré par la norme
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opérateur |A|. Cependant, le rayon spectral de 4, i.e. le supremum p(A) des || pour £
décrivant ¥£(A), ne coincide pas (en général) avec | A| (méme en dimension finie, on peut
considérer le cas des opérateurs nilpotents). Cette remarque nous amene a introduire la
classe des opérateurs « spectraloides », ¢’est-a-dire les opérateurs A t.q. p(A) = |A|. La
proposition suivante montre que les opérateurs normaux sont spectraloides.

Théoreme 8.3. Un opérateur A e L(.) normal est « spectraloide » en ce sens que sa norme
coincide avec sont rayon spectral : en d’autres termes || Al = max{|¢|; £ e £(A)} = p(A).

Preuve. Soit X1, Xo, ... une suite de point de la sphere unité de 7 (i.e. | X;| = 1) et telle
que |(AX,|X,)| - |A|; alors, quitte & extraire une sous-suite, nous pouvons supposer
que (AX,|X,) converge vers { € C t.q. |¢| = |A|. Alors £ est une valeur propre approchée
(ce qui est suffisant & assurer que |A[ = p(A)) : en effet,

[(A- €D X,

[AX[? + [€Xn]* - 20e(€ (AX| X)) < 2| A]* - 2ve(€ (AX| X))

la conclusion venant du fait que ¢ (AX,,|X,,) tend vers £¢ = |¢[? = | A|? quand n — +o0.
U

9. Appendice B : Opérateurs compacts

9.1. Soit (&, - |) un espace de Banach; nous notons k(&) 'ensemble des opérateurs
A de L(&) qui sont compacts en ce sens I'image A{| - | < 1} de la boule unité de & est
relativement compact (i.e possede une adhérence compacte dans &) ; de maniere équiva-
lente, cela signifie que pour toute suite Xy, X1,... de & bornée, il existe une sous-suite
Xnos Xnys- .. t.q. lasuite AX,, , AX,,,... soit de Cauchy (et donc convergente dans &). Il
est facile de vérifier que (&) est un « sous-idéal fermé » de I’algebre de Banach (L(&); +, )
(munie de la norme opérateur), en ce sens que K(&') est une sous-espace vectoriel fermé
de (L(&),| - |) absorbant, i.e. vérifiant L(&)K(&) = K(&)L(E) = K(&).

Théoreme 9.1. Etant donné & un espace de Banach, A € K(&) et X(A) le spectre de A, les
propositions suivantes sont satisfaites : (i) : toute valeur spectrale non nulle (i.e. £ € ¥(A) \ {0}
est une valeur propre de A (i.e. £ € Vp(A)) et sa multiplicité est finie (i.e. il existe un entier
v(&) = v; minimal — la multiplicité de &; — t.g Ker(&1 — A)i = Ker (&1 — A)i*); (iii) : O est le
seul point d’accumulation possible de X(A) et si & n’est pas de dimension finie, alors 0 € X(A).

9.2. Considérons par exemple que & = €[0;1] (muni de la norme infini | - |«) : alors
I'opérateur A € L(&) t.q. Af(z) = [y f(t)dt est compact. En effect, considérons que
fo, f1,... estune suite bornée de la boule unité de & ; alors, par une application du « théo-
reme d’Arzela-Ascoli », I'existence d"une sous-suite de Af,,,, Afy,,... qui soit de Cauchy
est assurée, du moment que nous sommes capables de montrer que {Af, }, est un sous
ensemble équicontinu de €’[0;1]. Mais ceci est effectivement vrai puisque pour tout n et
tout0 <z <y <1nousavons:

L) = Afu@) < [T 1fa@ldt |z -y
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9.3. Dans le méme esprit nous pouvons considérer un « opérateurs a noyau » B : f = Bf
de £(&') défini en posant Bf(z) = fol K(x,t)f(t)dt etoula fonction K : [0;1]x[0;1] > R
(appelée le noyau de B) est supposée continue”’. Afin de montrer la compacité de B,
considérons une suite fy, f1,... est une suite bornée de la boule unité de &. Du fait que
K(xz,t) est continu sur un compact, alors (uniforme continuité) pour tout € > 0 il existe
n >0 t.q. max{|z — 2’|, [t = t'|} < n entraine |K (z,t) - K (2',t")| < e. Ainsi, pour tout rang n,
nous avons

o=yl <n = [Afu(w) - AT (@) < [ 1K)~ Ko, 0)- (o)t <

Cela signifie que { B f,, }, est un sous-ensemble équicontinu de ¢’[0; 1] : nous en concluons
grace au « théoreme d’Arzela-Ascoli » que B est un opérateur compact de £(&).

9.4. A partir de maintenant nous considérons le cas ou 1’'espace de Banach est un es-
pace de Hilbert (séparable) que nous notons (comme d’habitude) 7. Nous savons déja
que K() est un idéal fermé de 1'algebre de Banach £(77) ; on peut aussi montrer que
KC(A) est laissé invariant par la *-involution?'. Le théoréme suivant est un cas spécial
(important) du « théoreme spectral ».

Théoreme 9.2. (i) : Si A € K(A) est normal, alors : A = 0 ssi £.(A) = {0} et pour A # 0, il
existe une famille orthonormée { X;}¥ ; (avec 1 < N < +00) £.q.

(43) A=YNoe (X)X = SN 6 1X) X

oit (&)X, est la suite des valeurs propres non nulles de A comptée avec leur ordre de multiplicité.
(L’expression en (43) est appelée une « décomposition diagonale » de A.)

(ii) : si A € L(A) est normal et possede une décomposition diagonale de la forme (43), oit
(X;)N, est une famille orthonormée et oit (&)Y, est une suite de nombres complexes non nuls
tendant vers 0 lorsque N = +oo, alors A € (7).

Preuve. Voir [Bre87, § V1.4, Proposition V1.9, Corollaire VI.10 & Théoreme VI.11, . p. 96 —
98].
O

10. Appendice C: Théorémes d’analyse fonctionnelle
Nous commencgons par le « théoréme de la borne uniforme » (« théoréme de Banach-Steinhaus »).

Théoréeme 10.1 (de la borne uniforme). Soit T = {T; ; i € I} une famille quelconque d’appli-
cations linéaires bornées d'un espace de Banach E a valeurs dans un espaces vectoriel normé F.
Si la famille T est ponctuellement bornée (i.e., sup{||T;X | ; i € I} < +oo pour tout X € E), alors
T est bornée pour la norme opérateur (i.e., sup{|T;| ; i € I} < +o0).

Nous allons donner une démonstration tres simple de ce théoreme due a Sokal [Sok11]

Lemme 10.2. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et soit T une application linéaire
bornée définie de E dans F. Alors, pour tout X € E et tout réel r > 0, nous avons

sup {|TY [ ; |X Y| <r}>|T|r
20. L'opérateur A donné dans le premier exemple est un opérateur a noyau avec K (z,t)1(o.,1(t) : mais

ce noyau n’est pas continu.
21. Cela fait de K(.#") une C*-algebre d’opérateurs de L(.5#)
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Preuve. Etant donné Z ¢ F, nous avons
1 1
max {|T(X + 2)|, |T(X - 2)|} 2 5(IIT(X+Z)H +|T(X - 2)]) 2 5 ITZ|

ol la derniére minoration est obtenue par l'inégalité triangulaire sous la forme o - 3| <
|ce| + [ 8]. La conclusion vient en prenant le supremum sur les Z t.q. | Z|| < r.
O

Preuve du Théoréme 10.1. Supposons que sup{|T;| ; i € I} = +oo et considérons Ty, 11, . . .
une suite de 7 t.q. |7},| > 4". Si nous posons Xj = 0, alors pour tout n > 1 le Lemme 10.2
garantit 'existence d'un X, € E tel que | X,, - X,,-1| < 1/3" et | T, X,,| > 1/(2-3™)|T5.|. La
suite Xy, X1,... est de Cauchy, ce qui assure 'existence d’une limite X ¢ E'; il est immé-
diat de vérifier que | X - X,,| < 1/(2-3") de sorte que |T;, X | > 1/3"|T,,| > 1/6 (4/3)" - +o0
O

Théoreme 10.3 (de l'application ouverte). Soient E et F deux espaces de Banach et T ¢
L(E,F); sil'application T est surjective, alors elle est nécessairement ouverte.

Preuve. Voir [Bre87, § I1.3, Théoreme IL.5, p. 18 — 20].
O

Si E et F sont deux espaces de Banach et si 7" est une bijection linéaire continue de E
sur I, alors (théoreme de 'application ouverte) T est ouverte; si U c E est ouvert alors
(T~H)=1(U) =T (U) est ouvert et donc 7! est continue.

Corollaire 10.4 (Théoreme de l'isomorphisme). Si E et F sont deux espaces de Banach, alors
l'inverse d’une bijection linéaire continue de E sur F' est nécessairement elle méme continue.

Corollaire 10.5 (Théoreme du graphe fermé). Soient E et F' deux espaces de Banach et T e
L(E,F). Alors T est continue si et seulement si le graphe de T est fermée dans Ex F', cest-a-dire :
pour toute suite X1, Xo,... de E t.q. X;, > X dans E et siTX,, > Y dans F,alors Y =TX.

Preuve. L'application T étant linéaire, le graphe I' = {(X,7TX) ; X ¢ E} est un sous-
espace vectoriel de F/ x F'. Si T' est continue, alors I' est fermé dans E x F'. Pour la réci-
proque, notons que E et F' étant des espaces de Banach, E x F' est aussi un espace de
Banach : par suite, si I est fermé, alors c’est également un espace de Banach. Soient P et
Q les projections (suivant le produit cartésien) de £/ x F' sur I et F' respectivement. L'ap-
plication P est continue et sa restriction a I' est une bijection linéaire continue de I" sur
E : sa réciproque R est donc continue (c.f. Théoreme de 'isomorphisme), ce qui assure
que T' = QR est continue.

a

11. Appendice D : Intégrale de Bochner (d"apres Wikipédia)

Soit (X, .7, 1) un espace mesuré et (&, || - |) un espace de Banach. Une fonction simple
5: X — & est définie de sorte que pour tout x € X :

s(x) = il&(x)bi
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oules Ey,..., E, (resp. b1,...,by,) sont des éléments deux a deux disjoints de .7 (resp. de
&). Si p(E;) est finie quel que soit b; # 0, alors la fonction simple est Bochner-intégrable
et son intégrale est par définition :

[san- [ [imz)bi]u(dm=iu<Ez->bi
=1 =1

(c’est I’analogue exact de la définition dans la théorie de Lebesgue). Une fonction f :
X — & est dite « fortement mesurable » si elle est la limite p-presque partout d’une suite de
fonctions simples. Une fonction fortement mesurable f : X — & est « Bochner-intégrable »
sil existe une suite de fonctions simples intégrables s,, telle que :

sim [ 1f = salldu =0,
(ou l'intégrale dans le membre de gauche est une intégrale ordinaire de Lebesgue) ou de
maniere équivalent ssi: [ | f| du < co. Dans ce cas, I'intégrale de Bochner est définie par :

/fd,uzlim fsnd,u

Si T est un opérateur linéaire continu et f est intégrable au sens de Bochner, alors 7' f est
intégrable au sens de Bochner et I'intégration et 7" peuvent étre échangés :

fod;L:Tffdu

Ce résultat est aussi vrai pour des opérateurs fermés a condition que 7'f soit aussi in-
tégrable. Une version du « théoréme de convergence dominée » s’applique a l'intégrale de
Bochner. Spécifiquement, si f,, : X — & est une suite de fonctions mesurables sur un
espace mesuré complet qui converge presque partout vers une fonction limite f et s’il
existe g € L' (1) telle que | f,.(z)| < g(x), pour presque tout z € X, alors

dim 1= faldu=0 et tm [ fudu= [ fau (VEe7)
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EDITORIAL : Un professeur de l'université de Moncton s’inquiéte

pour sa famille qui vit en Syrie

Jalal ALMHANA, Simon DELATTRE

Résumé. — ( N.D.L.R.) : D’origine syrienne, Jalal Almhana est professeur d’informa-
tique a 'Université de Moncton au Canada depuis 26 ans. Il angoisse pour sa famille
restée au pays, dévasté par la violence. Alors que ses deux filles sont en sécurité a
Moncton, Jalal Almahana craint pour ses proches qui demeurent au cceur du conflit
syrien. Nous rapportons un échange entre Jalal Almhana et Simon Delattre journaliste
a I’Acadie Nouvelle qui est paru le 8 septembre 2015 dans sa version numérique. Ce
journal assure aussi un tirage papier quotidien depuis 1984.

Acadie Nouvelle : Comment avez-vous
réagi en voyant la photo du jeune migrant
retrouvé sans vie ?

Jalal Almhana : C’est la réaction d'un
étre humain, c’est triste de voir un enfant
mort au bord de la plage. En tant que Sy-
rien ¢a m’attriste encore plus. Je me sens
impuissant, je ne peux rien faire devant
cette situation. L'image parle elle-méme.
C’est un enfant innocent. Si ¢a réveille les
consciences, tant mieux. Mais il y a des hor-
reurs qui ont été commises qui vont au-dela
de ce que vous pensez. C’est la pointe de
l'iceberg en termes de violence, de tuerie . ..
Il'y a en tous les jours ! On est dans la loi du
Moyen-Age. C’est incroyable ce que 1'étre
humain est capable de faire. Cette image est
choquante, mais il y en a mille autres.

Acadie Nouvelle : Vous avez toujours
de la famille la-bas ? Comment ¢a se passe
pour eux ?

Jalal Almhana : Toute ma famille pra-
tiquement est en Syrie. J’ai un frere, une
sceur, des neveux, des cousins et cousines.
On s’inquiete tous les jours ... Chaque ap-
pel qui vient de la Syrie peut annoncer un
déces. On suit la situation presque tous les
jours par Skype, quand on peut parce qu'il
y a un rationnement de I'électricité. Quand
je peux les joindre parce qu’ils se déplacent
entre six appartements.

Acadie Nouvelle : Comment vivent-ils la
guerre au quotidien ?

Jalal Almhana : C’est vraiment épeurant.
On n’était pas habitué a ¢a, ma sceur a eu
des tirs a quelques metres de sa maison.
Elle était vraiment effrayée, elle ne pou-
vait pas dormir. Maintenant, ils ont tou-
jours peur de mourir, mais ils essaient de
se protéger. On a une maison au sud de Da-
mas, on n'y va plus parce qu’on a regu des
menaces et il y a eu des prises d’otages ...
On a eu toutes sortes de problemes, il n’y
a plus de sécurité parce que 1’armée est oc-
cupée. Il y a deux ans, des gens sont venus
chez nous et ont tout pris, 1’or, la voiture,. ..
Ils se trouvent dans un quartier chrétien de
Damas, a la portée des tirs de la rébellion.
La roquette peut arriver n'importe ot.

Acadie Nouvelle : Les civils sont autant
menacés que les militaires ...

Jalal Almhana : Oui ... J'ai un cousin qui
sortait de son travail et il a recu une balle
dans la téte ... C’est une situation aléatoire.

Acadie Nouvelle : Est-ce qu’on devrait
faire plus pour accueillir les réfugiés ?

Jalal Almhana : Bien str! Il y a des
camps de réfugiés en Turquie et en Jorda-
nie. Quatre millions de déplacés. Mais les
gens, les chrétiens ne veulent pas aller dans
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ces camps, qui sont infestés par les isla-
mistes. Alors ils donnent toutes leurs éco-
nomies a des passeurs qui prennent envi-
ron 11 000 euros, espérant trouver un ter-
rain oll on ne regoit pas de bombe sur la
tete. Cette poussée d’immigration, c’est un
cri de désespoir. On est passé de la re-
cherche de la démocratie a une situation
ol on tente d’instaurer un Ftat islamiste,
les musulmans non plus ne veulent pas ca.
Les Etats proposent de prendre 10 000 per-
sonnes, mais qu’est-ce que ¢a représente
face a des millions ? Passer par les canaux
officiels, c’est presque impossible.

Acadie Nouvelle : Il y a trop de regle-
ments qui controlent I'entrée au Canada se-
lon vous?

ooad

Jalal ALMHANA, Simon DELATTRE

Jalal Almhana : Mes proches ne rem-
plissent pas les conditions. Généralement
pour avoir le statut de réfugié, il faut étre
enregistré dans un camp. Mais ils refusent
d’y aller. Le camp, c’est la prison, il y
a des mafias. Aller a 'ambassade, ¢a ne
marche pas non plus. Pour parrainer trois
personnes, il faut 12 000 $. Le programme
actuel n’est pas fait pour des gens désespé-
rés. La réglementation est tellement impos-
sible qu’ils forcent la porte. Les gens ont be-
soin de vivre, de batir. Il faut une approche
réaliste devant la situation de guerre. Il faut
ouvrir, on a une approche archaique. Ma
sceur était de passage aux Ftats-Unis, elle
n’a pas pu me rendre visite. Il faut arréter
I’'hémorragie, donner un espoir de solution.
En Syrie, les gens n’ont plus d’espoir.

oy
it
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Jalal Almhana
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Science et Science-Fiction. Séminaire H.S.ILE.S. paru dans La Re-
cherche. N°49 — octobre 1974

Jean-Marie SOURIAU !

Résumé. — (N.D.L.R.) En juin 1974, notre collegue Jean-Marie Souriau avait fait un
exposé dans notre séminaire de 1'époque le H.S.LES. : « Séminaire d’Histoire et Sociologie
des Idées et des Faits Scientifiques ». Cet exposé a trouvé sa place dans le cahier numéro 9
(épuisé) du Séminaire. La partie introductive de la conférence-débat, que nous avons
réédité dans le n° 104 du Bulletin a servi de brouillon pour sa parution dans la revue
La Recherche d’octobre 1974 au numéro 49. Nous publions ici le manuscrit original de
Souriau, qui contient certaines annotations ne figurant pas dans le numéro 49 de La
Recherche. Jean-Marie Souriau, décédé en 2012, évoque notre séminaire a la page 859
de I'article de la revue La Recherche. Les numéros de ces années de La Recherche ne
sont pas disponibles en ligne. Nous remercions Madame Sophie Coisne, rédactrice en
chef de La Recherche, de nous avoir autorisé 1’édition du document source des pages
parues dans La Recherche a I'lautomne 1974.

Science et science-fiction ont fait un long che-
min ensemble : aujourd’hui leurs voies di-
vergent. Cette séparation est-elle définitive ?

Et d’abord, qu’est-ce que la science-fiction?
Posséde-t-elle une existence autonome, ou
s’agit-il d’'un compromis entre des activités lit-
téraire et scientifique ?

La science a-t-elle quelque chose a savoir de
la science-fiction, en dehors du délassement du
scientifique ?

Toutes ces questions ne peuvent guere se
traiter abstraitement : une "définition" de la
science-fiction est un exercice de style assez in-
utile; qui d’ailleurs se risquerait a donner une
définition de la science? Nous avons affaire a
deux données culturelles et historiques impli-
quant chacune un certain groupe d’individus,
une certaine activité ; et évidemment un certain
ésotérisme, une certaine complicité culturelle.

En effet, science et science-fiction ont aujour-
d’hui un aspect structurel commun trés net :

elles sont toutes deux allusives ; obligatoirement
allusives méme, nous semble-t-il, afin de sauve-
garder chacune leur identité.

Un article ou un livre scientifique se doit
de comporter une bibliographie abondante sur-
abondante méme de fait; cette bibliographie est
destinée évidemment a aider le lecteur, a lais-
ser croire que l'auteur a tout lu, tout compris,
tout retenu, a faire quelques politesses indis-
pensables. Mais par-dela ces raisons avouées
(ou presque), peut-étre s’agit-il aussi de dire au
lecteur : je suis des votres.

Un roman ou une nouvelle de science-fiction
comporte rarement une bibliographie sauf ima-
ginaire (des extraits d"'une quelconque Encyclo-
pédie Galactica, par exemple). Mais le plus sou-
vent, transparaissent dans le texte méme des al-
lusions a la fois claires et discretes a des ceuvres,

1. Professeur de I'Université de Provence (1923-2012).

2. Un exemple remarquable est la citation par Ivan Efremov, écrivain soviétique (dans la nouvelle « Cor
Serpentis ») d’un texte de I’américain Murray Leinster, alias Will Jenkis (« Premier contact »). Le sujet, exem-
plaire, est la rencontre de '’humanité avec une civilisation extérieure, mais analogue : et surtout les circons-
tances de cette rencontre au large, entre navires cosmiques : quelle attitude vont adopter les deux équipages ?
Cette rencontre est-elle le début d’une guerre d’extermination (comme dans « Assassinat des Etats-Unis », de
Will Jenkis), ou d"une symbiose ? Dans cette répétition de la rencontre des Espagnols et des Amérindiens, qui
assumera le role des Conquistadors, qui celui des victimes ? Existe-t-il une solution différente, ne serait-ce
que le double sacrifice des équipages pour faire échapper le reste de la vie a un avenir effrayant ? La citation
de Jenkins par Efremov est détaillée et pour cause; elle est 'occasion d"une confrontation serrée sur le plan
éthique et politique.
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des themes ou des situations de référence; al-
lusions qui réjouissent les amateurs, et qui per-

mettent a ’auteur de se situer par rapport a telle

lignée dont il se réclame ou qu’il conteste 2,

Le plus souvent, la référence se complete
d’un vocabulaire spécifique commun qui, comme
le jargon scientifique, est le plus souvent tra-
duit de "américain. En science-fiction, chacun
sait distinguer un robot d'un androide 5,

On sait que les mutants sont des hommes
et des femmes doués de pouvoirs spéciaux
au moins télépathes; que l'on vit dans les fu-
sées grace a des cultures hydroponiques : que
les Grands Galactiques nous surveillent; que la
monnaie interplanétaire s’appelle le crédit ; que
notre univers s’insere parmi une foule d"univers
paralléles : que lorsqu’on est pressé de se rendre
aux confins de la galaxie, on met sa fusée en
propulsion hyperluminique , ou plus simplement
que l'on prend le raccourci de 1'hyperespace (on
peut aussi utiliser le transmetteur de maticre,
mais attention a ne pas oublier sa clef laxienne

L)

Sitot débarqué, on se comporte comme tous
les marins : sortant de son croiseur de combat,
le capitaine comme 'astrogateur se retrouve dans
les bouges d’un quelconque astroport martien

ou dénébien* en compagnie de quelque créature
de réve, parfois "étrangere" mais toujours tres
fonctionnelle (malgré son origine extra-terrestre,
son nom a parfois des consonances frangaises,
signe certain de sa perversité).

Autre remarque : la science-fiction, comme la
science, ne véhicule pas une idéologie unique :
meéme si les auteurs progressistes semblent au-
jourd’hui majoritaires, il existe, et depuis long-
temps, de la science-fiction "de droite" et "méme

fascisante"” .

Jean-Marie SOURIAU

Toutes ces analogies de structure suggerent que
science et science-fiction appartiennent a un
méme courant culturel : ce que va confirmer
une breve analyse historique.

Méme si le mot date du XXeme siecle, la
science-fiction est en fait aussi ancienne que la
"science" proprement dite : ainsi Platon nous
raconte le récit de ’Atlantide fournissant un
theme initial a des écrits innombrables.

Etudions a ce point de vue une période ca-
ractéristique, le XVIleme siecle. Au printemps
1600, sur le Campo di Fiori a Rome, Gior-
dano Bruno expie ses hérésies sur le bticher. Vi-
sionnaire inspiré, il soupgonnait une unité de
structure sous les divers aspects de la matiere;
il avait révélé, dans une ceuvre grandiose (le
« Banquet de Cendres », 1585) la double infinitude
du monde : l'univers est illimité et infiniment
divers : plus métaphysicien que mathématicien,
il ouvrait cependant idéologiquement la voie a
la science "moderne".

En 1604, Képler découvre une supernova dont
I'existence détruit le dogme aristotélicien de
I'immuabilité de la sphere céleste® et par la
méme l'existence de toutes ces "spheéres” plus
ou moins cristallines qui encombraient le ciel.
C’est en 1609 qu’il publie ses deux premieres
lois de la mécanique céleste qui, complétées, lui
permettront de calculer des éphémérides pré-
cises.

En 1610 parait le « Message céleste » ot Gali-
lée annonce les découvertes qu'il vient de faire
avec sa lunette : le Soleil a des taches, Jupiter a
des lunes, la Lune a des montagnes!

Ce "Message" est partout recu dans l'en-
thousiasme; ainsi, a Aix-en-Provence, Pierre
Gassend, Joseph Gaultier, Nicolas Peiresc
construisent aussitdt une lunette, découvrent la
nébuleuse d’Orion, dressent la premiére carte

3. Alors que le "robot" est une pure mécanique, ainsi qu’en témoigne le langage courant ou technolo-
gique, "'androide" contient des composantes biologiques, ce qui le rend particulierement apte a 1’esclavage
et a la prostitution. Et pourtant le créateur du mot robot, le tcheque Karel Capek, désignait sous ce nom une

créature vivante.

4. Les noms arabes des étoiles ont beaucoup fait réver, et un lecteur assidu les connait bien, méme s’il
est incapable de les situer dans le ciel. La célebre trilogie « Dune » de Franck Herbert (1963-65-69) comporte
a la fin un riche glossaire de la « planéte de I’Epice » ; il s’agit simplement d’arabe parlé.

5. Ainsi certain ouvrage des années 40 qui raconte la résistance de I’Amérique face a une invasion Jaune :

certains scientifiques utilisent déja toutes les ressources de leur art pour découvrir des armes nouvelles :
grace a leur connaissance du calcul tensoriel (sic) ils projettent dans le ciel d’immenses effigies de guerriers
blancs qui effraient leurs adversaires bornés. Ils trouvent enfin I’arme absolue : un rayon qui coagule sélec-
tivement les protéines asiatiques : la victoire n’est assombrie que par le déces de quelques Jaunes cuits pour
la bonne cause.

6. Cette coincidence tombe a merveille : depuis lors, on n’a plus observé aucune supernova galactique :
et pourtant les statistiques nous permettent d’en espérer quelques unes par siecle. Quelle frustration pour
les astronomes !
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lunaire ; pour Gassend, qui se fera appeler Gas-
sendi, c’est le début d’une vaste série d’obser-
vations et d’expériences 7.

Képler lui-méme manifeste son admiration
pour les découvertes de Galilée; et il rédige un
récit de science-fiction « Le Songe » (en latin!),
ot il décrit le voyage dans la Lune, et méme ses
habitants®. ..

Gassendi réside a Paris a partir de 1625 (il
sera nommé professeur de mathématiques au
College de France). I devient le maitre a pen-
ser des "libertins", qui se placent sous 1'égide
de Giordano Bruno; il reprend I'atomisme de
Démocrite et d’Epicure aux dépens d’Aristote.
Son influence sera aussi profonde dans les mi-
lieux scientifiques que chez les poetes et les
écrivains qu’il fréquente : notamment Tristan
I’'Hermite, Moliere, et Cyrano de Bergerac, au-
teur des « Histoires comiques des états et empires
de la Lune »°.

Lorsqu’on y lit qu’il suffit, pour quitter la
Terre, de se laisser aspirer avec la rosée par
les premiers rayons du soleil, on pourrait se
croire bien loin de la science : mais le dessein
de Cyrano n’est pas de décrire une technologie
du voyage spatial ', mais de nous faire com-
prendre la relativité des situations cosmiques :
«la Lune est un monde comme celui-ci, a qui notre
Terre sert de Lune » 1! ; la possibilité future dun
voyage vers la Lune se trouve inscrite dans
cette connaissance nouvelle. Ce n’est pas de la
"fantaisie" que 'on trouve dans 'ceuvre de Cy-
rano, mais la tranquille assurance de celui qui
assisté a la métamorphose du monde des idées,
et qui milite pour faire partager cette libération
de la pensée.

Méme assurance chez Swift quand il rédige
les « Voyages de Gulliver »(1726) ; dans le monde
de Laputa, peuplé de Scientifiques aux moeurs a
peine croyables, on a découvert deux satellites
de Mars; Swift indique les diametres de leurs
orbitres, leur durée de révolution, et fait remar-
quer qu’ils confirment les lois de Képler.

Quelle belle coincidence si Mars a effective-
ment deux satellites, Phobos et Deimos, qui
furent découverts 150 ans plus tard ! Mais peut-
étre ny a-t-il chez Swift qu’un certain sens de la
régularité : la Terre a un satellite, Jupiter quatre,

on en connaissait déja cinq a Saturne : il suffisait

d’interpoler 2.

D’autres circonstances historiques et cultu-
relles permettront au contraire a Jules Verne de
devenir le poete de la technologie. Pourtant son
ceuvre transmet le méme message : nous avons
a portée de la main de quoi changer le monde et
nous-mémes; mais peut-étre ne sommes-nous
pas capables de le faire.

Chacun connait l'impact que l'ceuvre de
Verne a eu sur la technique du siécle qui a
suivi; c’est un « Nautilus » qui a percé le pre-
mier les glaces du Po6le, comme dans « Vingt
mille lieues sous les mers »; la conquéte de la
Lune semble presque une répétition de 1’ceuvre
de Jules Verne; dans « De la Terre a la Lune »
(1865), on assiste a une violente rivalité entre le
Texas et la Floride comme point de lancement,
c’est finalement la Floride qui est choisie. Un
siecle apres, dirigé depuis le Texas, le départ
est donné en Floride (le point choisi par Jules
Verne est a une centaine de kilometres du Cap
Canaveral-Kennedy). Dans les deux cas, trois
cosmonautes prennent le départ et reviennent

7. Le 7 novembre 1631, il observera le passage de Mercure devant le Soleil, prédiction posthume de

Képler dont la confirmation consacrera définitivement la nouvelle mécanique céleste. En 1640, sur une ga-
lere devant le port de Marseille, il réalisera une expérience que Galilée plagait dans un navire imaginaire :
a la suite de quoi c’est lui et non Galilée qui formulera le principe de l'inertie (« De motu impresso a motore
translato », 1642), principe qui sera repris 45 ans plus tard par Newton.

8. Voir I « Encyclopédie, de I’Utopie et de la Science-Fiction » de Pierre Versins. Ed. 'dge d'Homme, Lau-
sanne, 1972.

9. La premiere édition, posthume et censurée, est de 1657. Le « Cyrano de Bergerac » d’Edmond Rostand
a tellement trahi son personnage que 1’allusion qu’on y trouve au voyage dans la lune devient incompré-
hensible; Cyrano n’était ni bretteur ni gascon; il est I’auteur de « La mort d’Agrippine », tragédie dont on
dit grand bien et d’une comédie, « Le pédant joué », a laquelle Moliére a emprunté quelques scénes pour les
« Fourberies de Scapin ».

10. Pourtant il propose aussi l'utilisation d"une fusée a étages ...

11. Voir « I"Encyclopédie » de Pierre Versins, citée plus haut.

12. En 1959, I'astronome soviétique Chklovski, se basant sur des évaluations subtiles, assurait que I'un
des satellites était si léger qu’il ne pouvait qu’étre creux, et par conséquent, artificiel ! Cette belle idée, déja
exprimée en science-fiction (« Jupiter V » d’Arthur Clarke, paru dans les années 50) a malheureusement suc-
combé aux photos précises prises par Mariner : Phobos et Deimos sont d’honnétes blocs de rochers, parsemés
de petits crateres. A moins qu’il ne s’agisse d'un camouflage particuliérement réussi. . .
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plonger grace a leurs fusées de correction en
plein océan, & proximité d'un navire : le ca-
non de Verne s’appelait Columbiad, le module
luminaire d”Armstrong Columbia et pas par ha-
sard 1.

Cette conformité s’explique d'une part par
certaines nécessités techniques que Jules Verne

avait correctement anticipées 14; mais elle
manifeste aussi l'influence étonnante qu’une
ceuvre de fiction a pu garder pendant un siecle
sur la pensée et les réves des scientifiques et des
ingénieurs.

Réciprocité, donc, dans les échanges entre
science et science-fiction, tout au cours de 1'his-
toire. Y-a-t-il un changement fondamental au
XXeme siécle, et particulierement dans le cas de
la science-fiction américaine ? Il ne semble pas.
Si l'on excepte certaines fortes personnalités,
comme H.P. Lovecraft, par exemple, les débuts
de la littérature d’anticipation américaine n’ont
pas de spécificité particuliére ; les premieres re-
vues spécialisées se placent résolument dans la

tradition européenne et publient beaucoup de

traductions °.

C’est le public lui-méme qui a permis a un
genre traditionnellement mineur de devenir
majeur aux U.S.A. Peut-étre grace a son édu-
cation, qui lui a permis d’échapper a la sco-
lastique des classifications littéraires. Qu’on se
souvienne que Jules Verne, malgré 'influence
probable qu’il a eue sur Arthur Rimbaud (« Le
bateau ivre » semble inspiré par « Vingt mille
lieues sous les mers ») est resté presque un siecle
inconnu dans les manuels de littérature fran-
caise. Sans doute estimait-on que Jules Verne
écrivait pour les enfants, alors que les manuels
formaient des hommes. ..

Quand on s’adresse au "public cultivé" fran-
cais, il est nécessaire de tenir compte de son
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ignorance; ainsi, dans la préface de son ro-
man « Un animal doué de raison » (1967), Ro-
bert Merle a dt, fort honnétement, prévenir les

lecteurs que son théme, l'intelligence des dau-

phins, était classique 16,

Aux Etats-Unis, par contre, romans, nou-
velles, bandes dessinées, cinéma, ont inclus la
science-fiction dans 1'univers culturel : il n’est
pas rare de voir la Science-Fiction inscrite au
cursus des étudiants de science, et méme dans
les académies militaires : analyse des ouvrages,
discussions des themes et des anticipations sont

considérées comme utiles a la formation géné-

rale des scientifiques 7,

Dans une telle ambiance, d’innombrables ta-
lents ont surgi; des genres se sont créés. "L'He-
roic fantasy" par exemple, héritiere directe des
romans de cap et d’épée, ne pose guere de pro-
blémes, sinon de comprendre comment le talent
de certains auteurs peut rendre passionnants
des themes insipides chez la plupart des autres
comme la guerre interplanétaire ou la science-
fiction médiévale.

Le "space opera" a pu prendre parfois des
dimensions réellement impressionnantes; les
premieres lignes du « Monde des A » de Van
Vogt, par exemple, posent de vastes problémes
métaphysiques : l'identité (le héros découvre
rapidement que ses souvenirs sont "truqués"),
la vie et la mort, les rapports entre la conscience
et le réel (il suffit, pour se transporter instanta-
nément en un lieu, de le "mémoriser" avec une
précision suffisante). Peu importe, apres tout,
que le texte soit émaillé de niaiseries "séman-
tiques" empruntées a Korzybski (« La carte n’est
pas le territoire »).

De méme, « Fondation » d’Isaac Asimov com-
mence dans de si larges perspectives socio-
historiques, le récit commence apres la chute
de I'empire galactique (cadre déja vermoulu de

13. L'un des trois cosmonautes de Jules Verne, Michel Ardan (« Autour de la lune », 1871) était Frangais :

il s’agit de I'anagramme, et sans doute du portrait, de Nadar, célebre photographe et aéronaute francais (de
son vrai nom Félix Tournachon). D’une fagon générale, le vol de Jules Verne était un peu moins nationaliste
que celui de la Nasa ; il était en particulier subventionné par une collecte internationale, occasion pour Verne
d’exprimer des jugements sarcastiques sur 1'intérét que les diverses nations portent a la science.

14. Le Texas et la Floride sont les régions les plus méridionales des Etats-Unis, et la latitude d"un point
de lancement ne doit pas étre trop élevée. A ce titre, la base francaise de Kourou était bien choisie, méme si
elle n’a servi a rien.

15. « Weird Tales » (1923) ; « Amazing Stories » (1926), éditée par Hugo Gernsback, qui reproduit en frontis-
pice la pierre tombale de Jules Verne a Amiens (voir le « Panorama de la Science-Fiction » de Jacques Van Herp
(Ed. Gérard, Verviers, 1973).

16. Voir par exemple la « Guerre des salamandres » de Karel Capek (1935), et une foule d’écrits américains,
dont la « Voix des dauphins » du physicien Leo Szilard (1961).

17. A notre connaissance, les seules études de science-fiction proposées aux étudiants francais sont de
type "littéraire".
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trop d’écrits antérieurs...) que l'auteur a bien
du mal a se dépétrer de I’écheveau gigantesque
dans lequel il s’est lui-méme fourré. Pourtant
on n’oubliera pas la gloire de Trantor, planete-
capitale de l'univers, ou 'histoire, devenue en-
fin science exacte, est la clef du pouvoir....

C’est surtout sur le plan idéologique et sur
celui des meeurs que la science-fiction améri-
caine va évoluer.

A coté des ceuvres franchement racistes ou
xénophobes que nous avons évoquées, la plu-
part des ceuvre de "1’dge d’or" (les années 40-50)
se contentent de mettre sereinement en scéne
I'american way of life, maintenue avec juste ce
qu’il faut de force '°.

Cette idéologie sommaire fait place peu a peu
a une science-fiction humaniste, souvent humo-
ristique. Certains contes philosophiques de Ro-
bert Sheckley sont des chefs-d’oeuvre du genre
(« La dimension des miracles », 1968).

La pureté des mceurs était initialement tres
grande : le flirt auquel le lecteur assistait obli-
gatoirement tout au long du développement
et qui souvent tenait lieu de développement,
n’aboutissait qu’apres 1’épilogue.

Pourtant, des 1935, la « Passagere clandestine
pour Mars » de John Wyndham Beynon oubliait
la pureté de la race dans les bras d’un martien
romantique; il est vrai que l'auteur était an-
glais.

Les « Amants étrangers » de Philip Jose Farmer
ont encore fait scandale en 1952. Cette ceuvre
semble pourtant bien anodine aujourd’hui ne
serait-ce qu’en comparaison des fantasmes éro-
tiques, sadiques et mystiques auxquels Farmer
lui-méme nous a conviés depuis. La pruderie
de la science-fiction a completement disparu
aujourd’hui; elle s’est mise, sur ce plan, a I'unis-
son du reste de la littérature.

Son évolution idéologique remonte plus
haut; manifestement, aux bombes d’"Hiroshima
et Nagasaki. Les années qui ont suivi ont
vu éclore des textes racontant non seulement
I'horreur de la guerre nucléaire, mais les di-
verses conséquences biologiques, historiques
et sociales que l'on pouvait imaginer : des-
truction de toute vie sur terre, remplacement
de I'homme par d’autres especes, invasion de
monstres mutants par exemple; régression de
la vie sociale d’autre part, conduisant le plus
souvent a la formation de tribus isolées, en

guerre perpétuelle, pour qui le souvenir de
la technologie s’estompe et prend l’allure du
mythe.

Progressivement, la science-fiction toute en-
tiere a basculé; elle plonge aujourd’hui tres
profondément dans 1’angoisse et 'horreur sous
toutes leurs formes actuelles : violence, tor-
ture, asservissement, désespoir. Parallelement,
le role joué par les themes proprement scienti-
fiques diminue; la science-fiction se transforme
progressivement en “spéculative-fiction” , selon
I'expression de Robert Henlein. Il est remar-
quable cependant qu’elle préserve son identité
a travers cette mutation (le maintien des ini-
tiales S-F est significatif a ce point de vue); si
les auteurs de la "new wave" n’acceptent plus
de choisir un sujet scientifique pour leurs an-
ticipations, c’est qu’ils ne croient plus que 1'on
puisse isoler la science et la technologie du reste
de la vie sociale, ils ne croient plus, en particu-
lier, que la science puisse apporter de solution
aux problemes éthiques qui se posent de toute
part.

Est-ce a dire qu’il n'y a plus de lien au-
jourd’hui entre science et science-fiction? Au
contraire : cette évolution est le reflet exact
de celle des scientifiques eux-mémes. Com-
ment échapperaient-ils & l'angoisse et a 1’hor-
reur apres 1'usage des bombes nucléaires, apres
les méthodes "scientifiques” de guerre au Viet-
Nam? Comment ne craindraient-ils pas les
techniques d’asservissement et de dépersonna-
lisation qui sont effectivement mises en ceuvre :
lobotomie, stérilisation, drogues psychotropes,
conditionnement psychologique et tout sim-
plement 1'usage possible des moyens audio-
visuels et de l'informatique ? L’optimisme scien-
tiste a disparu comme mode littéraire en méme temps
qu’il perdait sa crédibilité dans la conscience des
scientifiques.

Dans cette évolution parallele, la science-
fiction n’est pas restée a la traine : ainsi le coup
de tonnerre écologique qui a éclaté en occident
iln’y a pas silongtemps était préparé de longue
date par la science-fiction : les « Chroniques mar-
tiennes » de Ray Bradbury nous décrivaient en
1950 les dégats faits par les Terriens débarquant
sur Mars (ils commencent par exterminer la po-
pulation en lui communiquant la varicelle) ; les
récits des conséquences de la pollution et de
la surpopulation sont parmi les plus anciens.

18. Citons l'ceuvre ingénieuse de Poul Anderson, créateur du conservatisme de l’avenir : dans la « Pa-
trouille du temps », un corps de police d’élite, venu du futur, veille & ce que le cours de l'histoire ne soit
modifié par aucune innovation intempestive (au plein sens de ce mot).
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Sans doute les auteurs de science-fiction ont-ils
plus que les hommes politiques et que certains
scientifiques I'habitude d’envisager des effets
a long terme; dans cette voie ils ont souvent
montré plus de discernement que les "futuro-
logues" professionnels.

Les rapports entre science-fiction et science
peuvent évidemment s’analyser sur un tout
autre plan. Que dire par exemple des erreurs
scientifiques dans les ceuvres d’imagination ?

D’abord qu’il ne s’agit pas a proprement par-
ler "d’erreurs" mais plutdt de contradictions; la
science-fiction commence par un délibéré a coté
de la science, donc par une erreur a priori re-
lativement a un état donné de la science, "er-
reur” qui fait partie de la régle du jeu. Mais la
crédibilité du récit exige une certaine cohérence
du discours; cohérence qui conduit fréquem-
ment les auteurs & entrer assez loin dans les
explications de type "scientifique", bien qu’elles
ne puissent évidemment pas étre véritablement
scientifiques.

Il'y ala un petit jeu entre ’auteur et le lecteur
qui s’apparente a la prestidigitation : 1’auteur
de talent, comme le bon magicien, sait faire ou-
blier certains détails : le bon lecteur est content
quand il est honnétement roulé. Tout au plus
le lecteur scientifique éprouve-t-il un léger aga-
cement lorsqu'un menu détail qui aurait pu
étre corrigé sans rien enlever a l’'ensemble, a
échappé a I'imagination et a la sagacité de 1’au-
teur.

Ces explications "scientifiques" pourraient
rapidement devenir fastidieuses; heureuse-
ment, les regles du genre sont 1a pour les arré-
ter quand elles n’amusent plus personne. Mal-
gré tout le talent de Jules Verne — qui d’autre
pourrait rendre passionnant un chapitre roma-
nesque intitulé « Un peu d’algébre » — on releve
chez lui d’innombrables contradictions scienti-
fiques '°.
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N’en étudions qu'une : dans l'obus qui
conduit ses cosmonautes de la Terre a la Lune,
la pesanteur diminue progressivement, et ne
s’annule qu’au "point d’égale attraction" entre
la Terre et la Lune; et cependant les corps
de deux chiens, évacués dans le vide, restent
constamment a proximité de 1’obus 2.

Tout le monde sait bien, aujourd’hui, que
l'apesanteur régne dans les véhicules célestes
qui ont stoppé leur propulsion, et aussi qu’on
ne court aucun risque de "tomber" sur Terre en
sortant d’un satellite artificiel. Mais c’est sans
doute pour l'avoir vu a la télévision : aupara-
vant ces faits étaient refusés par le public. Ainsi,
a propos de sa nouvelle « Jupiter V » (ot un
bon scientifique réduit a merci un méchant vo-
leur en faisant mine de le précipiter sur Jupiter
du haut d’un satellite artificiel), Arthur Clarke
croyait utile de préciser 2L« Cet ouvrage, qui
comprenait vingt ou trente pages de calculs inter-
planétaires 2, devrait étre dédié au professeur G.C.
Mc Vittie, mon maitre de mathématiques appliquées.
Je souligne ce fait ... pour préciser que les faits
exposés dans cette histoire, aussi déroutants qu’ils
paraissent, son rigoureusement exacts, loin d’étre
un produit de mon imagination. De plus, ils ne
concernent pas seulement I'orbite lointaine de Jupi-
ter, mais affecteront, bien plus prés de nous, les sa-
tellites artificiels de la prochaine décade ».

Marcel Boll opposait aux erreurs de Jules
Verne la rigueur des anticipations de Herbert
George Wells. Et pourtant nous voyons aujour-
d’hui combien les prévisions de Jules Verne ont
mieux collé & la réalité que celle de Wells :
«la machine a explorer le temps », « I'homme in-
visible », la « cavorite » (matériau antigravition-
nel des "premiers hommes dans la Lune") sont
aussi lointains de nous scientifiquement que du
temps ott Wells les imaginait (1895-1901).

Mais ce n’est pas la hardiesse de ses antici-
pations qui diminue la valeur de l'ceuvre de
Wells, pas plus d’ailleurs que les contradictions

19. Dans certains cas, il ne se soucie méme pas d’un début de vraisemblance mécaniste : dans « Hector
Servadac » (1877), une comete frole la Terre et emporte des territoires entiers (qui se sont "retournés" pour se
coller sur le nouvel astre) sans que leurs habitants s’en aper¢oivent immédiatement.

20. L'opinion selon laquelle c’est le vide qui annule la pesanteur est largement répandue; elle appartient
peut-étre a un stade génétique, au sens de Piaget. On peut aussi la rapprocher de 'opinion aristotélicienne
selon laquelle l'inertie des projectiles est une manifestation de I’atmosphere, qui revient a les pousser par

derriere ("antiperistasis").

21. Préface du recueil « Demain, moisson d’étoiles » (antérieur a 1960).

22. Sic

. Un exemple : « L'homme invisible » a réussi a disparaitre en ramenant a 1'unité 1'indice de réfraction de
23. U le:«L'h bl d t t a 'unité I'indice de réfraction d

ses humeurs (étant albinos, il est censé étre dépourvu de tout pigment). Et pourtant, il voit. Comment fonc-
tionnent donc son cristallin et sa rétine dans ces conditions ? Il est probable que cette contradiction n’a pas
échappé a Wells (elle a été révélée plusieurs fois par la suite), mais qu'il s’est accordé une "licence poétique".
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scientifiques que 'on peut s’amuser a y relever
aussi >,

Méme si certains, comme Arthur Clarke, se
sont plu a écrire de la science-fiction didactique —
nous en avons un exemple ci-dessus >* - ce n’est
pas leur unique propos; Clarke, par exemple,
a écrit des ceuvres dont le lyrisme fait ou-
blier la référence scientifique : pourquoi diable
analyserait-on « les enfants d’Icare » comme un
traité de physique ?

Dans le méme ordre d’idées, mais plus im-
portante socialement, se pose la question de sa-
voir dans quelle mesure la science-fiction peut
contribuer a répandre ou accréditer les "fausses
sciences".

Le risque d’une simple confusion entre la fic-
tion et la réalité semble minime : il faudrait
croire les lecteurs particulierement débiles pour
craindre qu’ils confondent les récits de science-
fiction avec des reportages ou des ouvrages
scientifiques : & ce compte-1a, le "Pére Noél” et
le “Petit Chaperon Rouge” détruiraient définiti-
vement tout sens critique dans les notions oc-
cidentales. Comme les réves, les histoires mer-
veilleuses semblent nécessaires a 1'équilibre de
la pensée : leur universalité est la pour en té-
moigner.

Un danger existe cependant : certains n’hé-
sitent pas a amalgamer les histoires de science-
fiction avec le pire appel a la crédulité, par-
fois avec un certain succés. Qu'on se sou-
vienne du « Matin des Magiciens » et la revue
« Planeéte » (1961-1967) dans laquelle Louis Pau-
wels et Jacques Bergier, servis par une ico-
nographie superbe et un bagout considérable,
proposeérent "le réalisme fantastique". L'accole-
ment de ces deux mots caractérise parfaitement
I'intention mystificatrice ("réel" et "fantastique”
sont donnés comme antonymes dans tout bon
dictionnaire). La science-fiction (appelée "litté-
rature différente" y est utilisée systématique-
ment; I’étude de textes anciens par ordinateur
devient la "premiere utilisation d"une machine a re-
monter le temps” ; d’excellents textes (Lovecraft,
Damon Knight, Borges par exemple), parfois
tronqués, sont intercalés dans un étonnant mé-
lange ott l'on trouve des extraits de rapports

scientifiques, des fables qui semblent reprises
aux almanachs du XVIeme siecle, des études lit-
téraires, et les élucubrations des génies mécon-
nus qui gravitent dans les zones marginales de
la pensée.

I serait dangereux cependant d’interpréter
cette affaire trop sommairement, en se conten-
tant d’opposer la raison et ’obscurantisme : une
plaquette collective, intitulée « le Crépuscule des
Magiciens », tenta en vain d’endiguer le phé-
nomene « Planete » par un appel pas toujours
adroit au rationalisme.

Ce n’était pas nécessaire : « Planéte » s’étiola,
plus par I'essoufflement de son inspiration que
par le manque d’enthousiasme de ses lecteurs,
toujours a l'affat de la « Révélation » qui devait
permettre de tout comprendre sans vraiment se
fatiguer ; la révélation tardait a venir, hélas.

A la limite, "le manichéisme rationaliste” est
aussi contradictoire > et dangereux que le "réa-
lisme fantastique” lui-méme : on ne lutte pas ef-
ficacement contre la crédulité en feignant d’ou-
blier que la science est un dialogue entre la créa-
tivité de I'imagination d'une part, les faits expé-
rimentaux et le raisonnement déductif d’autre
part.

Ce dialogue, intériorisé, est la structure
méme de la recherche mathématique : la plu-
part des mathématiciens en sont parfaitement
conscients. Les mathématiques s’apparentent
ainsi aux activités artistiques (la composition
musicale est aussi une dialectique entre le mes-
sage subjectif a transmettre et la technique des
matériaux sonores); elles n’en sont pas moins
les garanties de I'objectivité de la science, selon le
point de vue positiviste le plus largement ad-
mis.

Si T'on cachait 1'un des termes de ce dia-
logue, l'activité scientifique se réduirait a un
inventaire morose de faits et de chiffres, ces-
sant d’étre aussi une aventure de l'esprit. Com-
ment s’étonner alors que le public, et particulie-
rement la jeunesse, s’en détourne et se fourvoie
dans des impasses traditionnelles? Comment
ne pas s’apercevoir aussi que la science devien-
drait incompréhensible, qu’elle se transformerait
en un rituel stupide ?

24. Voir aussi « Les sables de Mars » (1951), et une partie du scénario du film « 2001, odyssée de I'espace »

(1967).

25. Une photographie prise de 'avion "Condorde", au-dessus de 1’Afrique, lors de I'éclipse du 30 juin
1973, pouvait passer pour celle d'une "soucoupe volante"; elle recut par la suite une autre interprétation,
tres satisfaisante (il s’agirait de I'impact d’une météorite de 1'essaim associé a la comete d’Ericke). Pourquoi
donc les auteurs de cette explication avaient-ils déclaré publiquement, quelques jours auparavant, qu'un tel
fait ne pouvait pas étre pris en compte par la science, parce qu’il était isolé ?
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Lintention confusionniste est I’exception en
science-fiction ; prendre ses hypotheses au-dela
de la science, ce n’est pas s’opposer a la science.
Est-ce un moyen de la stimuler ?

Nous avons constaté ce role stimulant de
I'anticipation sur la technologie, la technologie
spatiale par exemple. Examinons maintenant le
cas de la recherche fondamentale.

Cette étude est a 1’évidence difficile. Com-
ment évaluer "objectivement” le role que peut
jouer la littérature d’anticipation dans le genese
des découvertes fondamentales, alors que ces
découvertes se font parfois dans le secret d'une
seule conscience, et que leur auteur n’est pas
toujours capable d’en expliquer le mécanisme ?

Il est vrai qu’il s’agit souvent de 1’abou-
tissement d’une longue maturation collective,
maturation qui laisse des traces écrites. Mais
les éléments que nous recherchons ici sont les
plus "subjectifs", ceux qui sont le plus sou-
vent censurés dans l'expression écrite de la
recherche, méme s’ils s’expriment librement
dans les conversations privées, par exemple.
Cette sorte de pudeur des scientifiques vis-a-
vis des éléments intimes de leur motivation
est parfois tempérée, notamment par ’habitude
anglo-saxonne de placer des textes littéraires en
exergue des développements scientifiques ; en-
core faut-il faire la place du "joke" dans le choix
des citations.

Sur ce probleme qui nous semble cepen-
dant essentiel, nous nous contenterons donc de
quelques éléments de réflexion.

Parmi les écrivains de science-fiction, il en
existe une proportion notable qui exerce, ou a
exercé, une profession scientifique; plus qu’il
ne pourrait sembler a premiére vue, a cause de
I'usage répandu des pseudonymes.

Mais quelle est la proportion de chercheurs
qui lisent habituellement de la science-fiction ?
Cette question pourrait faire ’objet de sondages
dans les divers milieux scientifiques, nous igno-
rons s’il y en a eu. Ce que nous pouvons rap-
porter, c’est que lors de discussions collectives
évoquant ce theme %, attirant un public nom-
breux et passionné venant de disciplines scien-
tifiques et littéraires fort diverses, la plupart des
participants venaient beaucoup plus s’informer

Jean-Marie SOURIAU

sur la science-fiction, que défendre leurs opi-
nions a ce sujet; les lecteurs réguliers étaient vi-
siblement trés minoritaires, bien qu’ils fussent
plus "motivés" que les autres pour participer a
de tels débats. Une expérience de ce genre sug-
gere que les "fans" de la science-fiction sont ac-
tuellement peu nombreux parmi les chercheurs
francgais, une information plus large et interna-
tionale étant évidemment souhaitable.

Mais s’il était montré que la proportion géné-
rale de lecteurs de science-fiction soit faible, il
ne faudrait pas se hater d’en conclure que la lit-
térature d’anticipation ne peut jouer qu'un role
négligeable dans 1’élaboration de la recherche;
une analogie va nous le montrer.

Certains mathématiciens puristes, triompha-
lement installés au sommet de la classification
d’Auguste Comte, prétendent que leur art ne
doit rien aux problemes posés par les sciences
inférieures, telles que la physique. Ce qui signi-
fie en clair qu’ils ne peuvent accorder leur es-
time & un collegue que s’ils ne le soupgonnent
pas de prostituer les mathématiques en les "ap-
pliquant” (nous avons eu 1’occasion de recueillir
des commentaires édifiants sur la carriere de F.
J. Dyson ...).

Les mathématiciens qui récusent toute ana-
lyse de type marxiste de 1'histoire des sciences
savent bien le rdle joué, comme poseurs de
problemes, par de grands mathématiciens qui
s’occupaient aussi d’autres sciences. Que se-
raient les mathématiques "pures" si Euler, La-
grange, Gauss, Henri Poincaré, Elie Cartan,
David Hilbert, Hermann Weyl, parmi bien
d’autres, n’avaient été les médiateurs entre les
problemes conceptuels des sciences expérimen-
tales et les problemes formels des mathéma-
tiques ? Remarquons, a contrario, les difficultés
que rencontre la mathématisation des sciences
humaines, pour lesquelles une telle maturation
ne fait que commencer.

De méme, dans tout cheminement de la pen-
sée scientifique, on peut soupgonner que le
role des médiateurs entre disciplines ou ordres
de pensée différents soit parfois déterminant,
sans que nécessairement leur action ait laissé
de traces matérielles (par exemple dans le
cas d'une conversation). On en est réduit a

26. Séminaire d’histoire et sociologie des idées et des faits scientifiques, Université de Provence, Marseille.
27. Onraconte que le mathématicien Kummer (1810-1893), cherchant depuis longtemps (pour démontrer
le dernier théoréme de Fermat) a étendre la notion de P.G.C.D. aux cas ol ne fonctionne pas 'algorithme
d’Euclide, fut illuminé par une conversation avec un chimiste au sujet du radical ammonium (N H,), qui
se comporte comme un métal bien qu’on ne puisse pas l'isoler. C’est ainsi qu’il aurait découvert la notion
d’idéal ; notion aujourd’hui fondamentale, non seulement en théorie des nombres et en algebre, mais aussi en
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quelques témoignages >’ ; quoi de plus naturel
si ce témoignage manque, sil'auteur d"une syn-
these en oublie de bonne foi la genese ?

II est donc possible, en particulier, que des
ceuvres de fiction aient pu jouer un role réel
dans l’élaboration de concepts scientifiques
nouveaux, alors méme que ceux qui ont achevé
cette élaboration n’en auraient pas eu connais-
sance directe; mais ce genre d’hypothese est
évidemment difficile a étayer par des preuves.

Nous savons par exemple qu’Einstein, a qui
I'on racontait en 1920 une histoire de science-
fiction — « Lumen », de Camille Flammarion,
dans laquelle un astronef, voyageant plus vite
que la lumiere, permet d’observer la fin, puis
le début de la bataille de Waterloo — la réfutait
parce qu’elle était en contradiction avec la théo-
rie de la relativité **. Einstein savait-il que « Lu-
men » avait été écrit en 1872, et par conséquent
devancait plutdt la relativité, en soulignant le
caractére paradoxal d'un mouvement matériel
plus rapide que la lumiere ?

C’est en 1895 que parut le texte suivant :
« Manifestement, tout corps réel doit s’étendre dans
quatre directions; il doit y avoir longueur, largeur,
épaisseur, et durée... Il n'y a aucune différence
entre le Temps, quatrieme dimension, et I'une quel-
conque des trois dimensions de 'espace, sinon que
notre conscience se meut avec elle™. Mais quelques
imbéciles se sont trompés sur le sens de cette no-
tion. » C’est un extrait de « The Time Machine » ;
son auteur, H.G. Wells, était alors un obscur
journaliste; Lorentz proposait cette année-la
d’interpréter le résultat de l'expérience de Mi-
chelson par une "contradiction” incompréhen-
sible ; Einstein était un lycéen de seize ans.

11 est vraisemblable qu’il n"ait pas eu connais-
sance de ce texte, « La machine a explorer le
temps » connut immédiatement un succes consi-
dérable.

L’extrait que nous avons cité va nettement
plus loin que la simple considération d"un pro-
duit cartésien espace x temps, aréne du monde
physique, déja attestée au XVIIIeme *, puisqu'’il

affirme l'identité complete des quatre dimen-
sions ; il est cependant scientifiquement irrépro-
chable, il est par exemple écrit en exergue du
chapitre « Special Relativity » dans le traité « Gra-
vitation and Cosmology » de Steven Weinberg
(1972). Comment pourrait-on affirmer qu’il n'a
eu aucune influence sur la genese de la relati-
vité restreinte, dix ans plus tard, et méme de
la relativité générale, dont il est dans le droit
fil? Méme si Wells a exprimé d’autres idées
qui n’ont pas eu de postérité scientifique, il ap-
partient évidemment au chercheur de sélection-
ner dans l'univers des faits comme dans celui des
idées, les germes de créations nouvelles.

Des exemples analogues, plus récents, sont
faciles a trouver, quoique moins convaincants
en raison méme de leur actualité. Il semble
hors de doute, par exemple, que le théme
des "univers paralleles”, un des poncifs de la
science-fiction américaine pendant vingt ans,
inspire directement la tentative "mon copen-
haguienne" d’interprétation de la mécanique
quantique dans laquelle chaque transition est
effectivement une bifurcation entre plusieurs
futurs, chacun réalisé dans un univers diffé-
rent”".

La désignation du premier pulsar par les ini-
tiales L.G.M. (« Little Green Men »), en 1967,
témoigne que la référence a la science-fiction
était immédiatement consciente chez les radios-
astronomes auteurs de la découverte. Est-il pos-
sible de savoir si elle a joué un role positif, ai-
dant par exemple a envisager ’hypothese que
le signal périodique reqgu pouvait avoir une ori-
gine extra-terrestre, qu'il ne s’agissait pas pro-
saiquement d’un simple parasite ?

De méme, la découverte dans l'espace inter-
stellaire de molécules organiques (précurseurs
de certains acides aminés), qui semblent éjec-
tées du noyau de la Galaxie, a-t-elle pu avoir
lieu sans évocation naturelle du théme de la
panspermie ? Méme s’il s’avere que ce ne sont
pas les Grands Galactiques qui ensemencent ré-
gulierement leurs Terres, la référence poétique

analyse et méme en mécanique quantique (voir la théorie spectrale de Gelfand) ; et donc, par un juste retour

des choses, en chimie théorique ...

28. « Einstein, Einblicke in seine Gedankenwelt », par A. Moszkowski (1921).

29. Souligné par l'auteur.

30. "Les temps et les espaces n’ont pas d’autres lieux qu’eux-mémes, et ils sont les lieux de toutes choses” (Newton,
Principia, traduction de la Marquise du Chatelet) ; “- un homme d’esprit de ma connaissance croit qu’on pourrait
regarder la durée comme une quatrieme dimension et que le produit du temps par la solidité serait en quelque maniére
un produit de quatre dimensions. Cette idée peut étre contestée, mais elle a, il me semble, quelque mérite, quand ce ne

s

serait que celui de la nouveauté” (D’ Alembert, dans 1"Encyclopédie, cité par J. Van Herp (loc.cit.)).
31. Hugh Everett, Rev. Mod. Phys. 29.3 p.454 (1957). Voir aussi les “Battelle rencontres” de 1967 (éditées

par B. Dewitt et ].A. Wheeler).
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aura pu jouer son rdle : il est plus facile de dé-
couvrir ce a quoi I’on a déja pensé; chacun est
aveugle a ce qui est trop radicalement nouveau,
I'histoire des occasions manquées de la science
le manifeste souvent.

Conclusion

L’histoire des sciences montre aussi que des dif-
ficultés apparemment insurmontables finissent
par disparaitre devant une simple modification
d’éclairage, une nouvelle facon de poser les
questions; ce sont souvent ces nouveaux points

Jean-Marie SOURIAU

de vue qui constituent les progres les plus défi-
nitifs.

La science-fiction, malgré les énormes scories
qu’elle contient, est une mine quasi-inépuisable
de thémes nouveaux, de rapprochements pa-
radoxaux, de renversements idéologiques; elle
peut donc aider les chercheurs a vaincre les
obstacles épistémologiques qu’ils rencontrent,
méme s'ils ne la lisent que pour succomber au
vertige sensuel des idées impossibles.

Serait-il sage de les en détourner ?

-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-

(le 5-6-74).
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Mécanique quantique III : de de Broglie a Schréodinger
Eric OLIVIER '?

Résumé. — Les paquets d’ondes associés a I’'onde-corpuscule de de Broglie sont solu-
tions d’une équation d’évolution qui est un cas particulier de I'équation de Schrodin-
ger. L’année 1926 voit la publication d"une série d’articles de Schrédinger qui marquent
la naissance de la « mécanique ondulatoire » : celle-ci s’appellera bientot la « mécanique
quantique ». Pour cette nouvelle mécanique, Schrédinger propose un « principe de cor-
respondance » qui a chaque quantité classiquement mesurable (comme 1’énergie, la po-
sition ou l'impulsion) fait correspondre une « observable », c’est-a-dire un opérateur
autoadjoint (généralement non borné). « L'interprétation probabiliste de Born » associée
au « théoreme d’Ehrenfest » sur les moyennes des observables, rend le principe de cor-
respondance accessible a l'intuition. Cependant, la possible non commutativité des
couples d’observables (en particulier les observables de position et d’impulsion) im-
plique une différence entre mécanique classique et quantique qui devient essentielle
dans le monde microscopique : cette différence s’explicite dans le « principe d’incertitude
de Heisenberg ». Afin d’illustrer tout cela, nous traitons le cas de « l'oscillateur harmonique
quantique (0.h.q.), a la fois pour la simplicité du modeéle mécanique en question, mais
aussi pour son importance théorique dans la découverte du quantum d’action. Nous
verrons comment la résolution de 1’équation de Schrodinger et le principe d’incertitude
de Heisenberg permettent de retrouver (d’expliquer!) I'hypothése de quantification de
I'énergie dans I'heuristique de Planck en montrant — grace au principe d’incertitude de
Heisenberg — que le niveau minimal d’énergie de 1’0.h.q. ne peut étre nul.

1. Introduction

1.1. Lafin du 19-eme siécle est marquée par le retour des structures discretes (les atomes)
comme concept élémentaire des théories physiques. Le changement de paradigme du
continue au discret est particuliérement frappant chez Maxwell, qui passe de la théo-
rie de I'électromagnétisme a la théorie cinétique des gaz. Parallelement et conjointement
Boltzmann défend 1'’hypothese atomique et amorce le passage de la thermodynamique
phénoménologique a la mécanique statistique. Ces deux physiciens donneront leur nom
a la «statistique de Maxwell-Boltzmann ». La naissance de la « mécanique quantique » vient en
1901 lorsque Planck applique les idées de Boltzmann pour élucider une énigme de 1’élec-
tromagnétisme : le rayonnement du corps noir. Planck est alors amené a faire '’hypothese
de 'existence d"un « quantum d’action », une idée qui dérange son intuition de physicien.
Puis vient Einstein et la découverte des « quanta de lumiere » en 1905 [Ein05]. En 1924, de
Broglie se base sur le travail d’Einstein (i.e. les deux relativités et la théorie des quanta
de lumiere) pour introduire dans sa these [dBL25] la notion « d’onde-corpuscule » (voir
aussi la conférence Nobel de de Broglie [dB29]). En redonnant une nature corpusculaire
(non massive) aux ondes lumineuses, Einstein améne de Broglie a imaginer un corpus-
cule massif (typiquement un électron) ayant une nature ondulatoire ’ (c.f. Sections 2 & 4).

1. GDAC-I2M UMR 7373 CNRS Université d’Aix-Marseille

2. eric.olivier@univ-amu.fr

3. De Broglie pense en terme de « dualité onde-corpuscule » c’est-a-dire a un objet de la physique de nature
corpusculaire « et » ondulatoire : il développera cette idée tout au long de sa vie, en particulier en imaginant
le corpuscule comme une singularité d’une solution d’une équation d’évolution possiblement non linéaire
(théorie de la double solution).
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Hamilton et Jacobi avaient déja développé une formulation ondulatoire de la mécanique
(équation de Hamilton-Jacobi) construite par analogie avec la théorie de I'approximation
de l'optique ondulatoire par I'optique géométrique classique (optique des rayons lumi-
neux) : mais cette approche est restée formelle a 1'époque de Hamilton et Jacobi, parce
que trop en avance sur son temps (nous reviendrons sur ce point dans [Olil7]). Grace au
travail théorique de de Broglie, la nature ondulatoire de I'électron est mise en évidence
en 1927 par les expériences (indépendantes) de G. P. Thompson* et C. J. Davinson (dif-
fraction des électrons par les cristaux). La these de de Broglie est donc le point de départ
d’une nouvelle approche du phénomene quantique a priori différente de la formulation
initialement proposée par Bohr, puis par '« école de Copenhagen » avec « la mécanique des
matrices » de Heisenberg, Born et Jordan ([Hei25, B]J25, BHJ26]) : en 1926 Schrodinger écrit
une série d’articles (voir en particulier [Sch26]) dans lesquels il construit la « mécanique
ondulatoire ».

1.2. Pour une introduction heuristique de la « mécanique ondulatoire », nous partons du
fait que les paquets d’ondes associés a I’onde-corpuscule de de Broglie sont solutions
d’une équation d’évolution’ qui est un cas particulier de « I"équation de Schrodinger (c.f.
Section 5). Un des points les plus importants de 1’approche de Schrodinger est de pro-
poser un « principe de correspondance »° qui a chaque quantité classiquement mesurable
(comme la position ou I'impulsion) fait correspondre I’ensemble des valeurs spectrales
d"une « observable », c’est-a-dire d’un opérateur autoadjoint. Bien que tres polémique,
'« interprétation probabiliste de Born » (c.f. § 5.5), lorsque celle-ci est associée au « théoréme
d’Ehrenfest » (c.f. Théoreme 6.4 in § 6.3), rend le principe de correspondance accessible
a l'intuition. La mécanique quantique peut alors étre vue — jusqu’a un certain point —
comme un raffinement de la mécanique classique. Cependant, la possible non commu-
tativité des couples d’observables (en particulier les observables de position et d'impul-
sion) est I'indice d"une différence radicale entre le monde microscopique quantique et le
monde macroscopique classique. Cette différence ameéne directement au « principe d’incer-
titude de Heisenberg » qui est la pierre angulaire de la « mécanique quantique ». Nous avons
déja rencontré (c.f. [Olil6a]) une version de ce principe dans la théorie du signal, sous
la forme de « I'inégalité de Heisenberg-Gabor » : en introduisant « I’échelle de Planck », nous
retrouvons un cas particulier du principe d’incertitude, i.e. « ['inégalité de Heisenberg » (en
position-impulsion) pour les paquets d’ondes de de Broglie-Schrédinger unidimension-
nel (c.f. Section 5) ; nous verrons aussi la version du principe d’incertitude dans le cadre
abstrait de la mécanique ondulatoire, o1 il exprime une forme déguisée de 1'inégalité de
Cauchy-Schwarz (c.f. Section 7). Comme illustration, nous traitons le cas de 1'oscillateur
harmonique (c.f. Section 8). Un aspect théorique important de ce systeme est liée a son
role joué dans la découverte du quantum d’action : nous verrons comment le principe
d’incertitude de Heisenberg peut étre utilisé pour résoudre 1’équation de Schrodinger,

4. Fils de]. ]J. Thompson découvreur de I'électron !

5. Cest bien I'équation qui est déduite de solutions ad hoc!

6. En un sens, le « principe de correspondance de Schrodinger. » peut-étre interprété comme une version
effective du « principe de complémentarité de Bohr » dans le cas de la mécanique ondulatoire.
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afin de retrouver (et de préciser) les résultats de I’heuristique de Planck; nous montre-
rons en particulier que le niveau minimal d’énergie de l'oscillateur harmonique quan-
tique ne peut étre nul : ceci a pour conséquence directe la quantifications de 'ensemble
des niveaux d’énergie de cet oscillateur.

2. Ondes et paquets d’ondes — Vitesse de phase, vitesse de groupe

2.1. L’équation des ondes sur R s’écrit sous la forme

Py _ 15

ox2  u} ot

ot la fonction (¢, ) — définie et C? sur R x R et a valeurs complexes — dépend des va-

riables temporelle et spatiale (notées respectivement ¢ et x) et ou le réel v (positif ot
négatif) est la « vitesse de phase » de I'’onde. La résolution de (1) proposée par d’Alembert,

1)

consiste a séparer les variables spatiale et temporelle : ici, nous spécialisons cette méthode
~wol avec p(x) complexe. Le
parametre wy appelée « pulsation » est conventionnellement positif. La composante spa-

en recherchant une « solution vibratoire » de la forme” p(z)e

tiale ¢ () est alors nécessairement solution de « I"équation de Helmoltz » associée a (1), i.e. :
d2(,0 wo )2
_ = | — €T
dx? (uo (@)
Nous obtenons () = Ae**0% ol1 A est un nombre complexe et ot kg = wo/ug désigne « le
nombre d’onde® » : I’équation reliant kg et wy est la « relation de dispersion », soit :

(2) wo = uoko

La pulsation wy étant positive, le nombre d’onde et la vitesse de phase sont des réels de
méme signe. Dans la suite nous choisirons (conventionnellement”) de prendre ¢(z) =
Ae*0% pour définir les « ondes monochromatiques » comme les solutions de (1) de la forme

Aei(kga;—wot) _ Aeik,g(m—uot)

(avec A € C). La description ondulatoire d’un corpuscule libre et doté de masse (e.g.
I’électron) est initiée dans le travail de these de de Broglie au début des années 20 : avec
I'introduction de la notion de « paquet d’ondes » 1'idée consiste a amalgamer — par « trans-
formée de Fourier » — un continuum d’ondes monochromatiques de la forme

A(k)ei(kx—w(k)t)

ol le nombre d’onde k est variable et ou la pulsation w(k) (a valeurs positives) ainsi
que « l'amplitude complexe » A(k) sont des fonctions de k. Nous utiliserons la définition
suivante qui introduit ’analogue, pour la théorie du signal, des paquets d’ondes de de
Broglie (définis plus bas au § 2.1).

7. SiT est le graphe de la fonction réelle f(z) définie pour tout = réel alors, pour tout ¢ € R donné, le
graphe dela fonction f(z—a) estle translaté I'+a du graphe de f(x) : nous allons voir que cette remarque jus-
tifie I'introduction du « — » dans e **°" ; en effet, la forme conventionnelle o ()e”*°! de la solution vibratoire
cherchée par séparation des variables nous donne les solutions monochromatiques de la forme Ae****=<0% oy
ko = wo/uo : cette solution s’écrivant sous la forme f(x F tuo), son graphe se déplace a la vitesse +ug (0l ug
est vitesse de phase de 1’équation des ondes considérée).

8. En dimension supérieure on parle de vecteur d’onde.

9. Ecrire p(x) = Ae** au lieu de ¢(z) = Ae** " revient a intégrer le signe + au nombre d’onde k.
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Définition 2.1. Soit k — A(k) dans L*(R) t.q. |A| = 1 et k = w(k) une fonction de classe
C'sur R; alors le « paquet d’ondes (général) » d’amplitude complexe A(k) et de pulsation w(k)
est la fonction ¢ (t, x) dépendant du temps t et de l'espace x telle que

1 .
3 t, - f Ak 'L(k‘xfw(k)t)dk

® wite) = = [ Alkye

Lorsque w(k) = +kug nous dirons que ¢ (t, q) en (3) est un paquet d’ondes pur.

Remarque 2.2. (1) : Le facteur 1//2w est introduit pour des raisons formelles, en référence a
la transformée de Fourier L que nous notons &[] (c.f. [Olil6a, § 7]). Ainsi en posant (k) :=
A(k)e ™) le paquet d’ondes en (3) s'écrit

1 N ikx _ n
v(t0) = = [ Bk = 5[0 ()

(2) : Si la fonction de pulsation est de la forme w(k) = +kug (i.e. w(k) = wo + (k - ko )uo avec
wo = kouo), alors nous pouvons transformer 'expression du paquet d’onde en (3) en écrivant

Wit z) = % [ A0 dk = & [A) % o)

Dans ce cas, le paquet d’onde est solution de I"équation des ondes (1) associée a la vitesse de phase
ug, d’ott la dénomination de « paquet d’onde pur ». Insistons sur le fait que si la fonction de pulsa-
tion w(k) n’est pas de la forme +kuy, alors la fonction 1 (t, q) dans (3) ne satisfait pas I'équation
des ondes : il est raisonnable de penser que ce point de la these de de Broglie a pu influencer les
réflexions de Schrodinger sur la mécanique ondulatoire et I'amener a établir « I"équation qui porte
son nom » (c.f. § 5.2 infra).

2.2. L'hétérogénéité des vitesses de phase des composantes monochromatiques rentrant
dans la décomposition de (¢, z) est associée a une notion de « vitesse de groupe ». Cette
remarque va permettre a de Broglie de donner une définition cohérente de la vitesse
ondulatoire d’un corpuscule massif a partir de la notion de paquets d’ondes. Nous allons
définir heuristiquement « la vitesse de groupe » du « paquet d’onde » ¢(t,x) en (3) lorsque
I'amplitude complexe A(k) est concentrée autour d'un nombre d’onde ky donné. Pour
simplifier, nous supposons que le support A(k) est inclus dans l'intervalle [k — € ; ko + €]
avec ¢ petit. Soit wy := w(ko) et définissons la quantité

dw
= (ko)
(qui est homogene a une vitesse). Nous supposons que ¢ est suffisamment « petit » pour
assurer I'approximation w(kg + h) ~ wg + hv dés que |h| < €. Alors, il vient :

4) v:

b(t.2) - 1 AK) ikttt g 127T[A(k)ei((k—k‘n):(:+kox—(w0+(k:—ko)v)t)dk

V2 V2
1 L ,
— A k el(k—ko)(m—vt)dk) ez(kox—th)
(5 /4

ce qu’on peut aussi écrire

) @Z)(t, x) ~ ‘I’o(l‘ _ ,Ut)ei(ko:v—wot) - \Po(x _ ,vt)eiko(a:—yot)
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oll nous avons posé vy = wo/ko et olt
1 ,
Uo(z) = T f A(k + ko)e*™ dr
s

Le facteur e?(kor—wot) - giko(z=v0t) décrit une onde de phase monochromatique de nombre
d’onde ko et de vitesse de phase vy = wo/ko, alors que ¥o(x — vt) représente une onde
dont la vitesse de phase est égale a v. Lorsque vy # v, le signal (¢, z) n’est pas une onde
en ce sens qu’il n’a pas de vitesse de phase (i.e. ¢ (¢, z) n’est pas solution d'une équation
des ondes) ; cependant nous pouvons déduire de (5) que « I"énergie du signal » ¢ (t, x) soit
[(t,2)> ~ |Wo(x - tv)|? est (approximativement) solution de ’équation des ondes de
vitesse de phase v : en d’autres termes, I'énergie portée par le paquet d’ondes (¢, x) se
propage a la vitesse v. Par définition, lorsque I'amplitude complexe A(k) d'un paquet
d’ondes 9 (t, z) est localisée en ko, sa vitesse de groupe est la vitesse v définie en (4).

Remarque 2.3. Sil'amplitude complexe A(k) du paquet d’ondes 1(t, x) n’est pas localisée, nous
pouvons (heuristiquement) écrire A(k) = 3, An(k) oit chaque amplitude complexe™ A, (k)
est concentrée autour d’un nombre d’onde ky,. La linéarité de la transformée de Fourier permet
alors d’écrire que (t,x) = Y., ¥n(t, ), olt Yy (t,x) est le paquet d’ondes associé a I'amplitude
complexe A, (k) et a la pulsation w(k) : en d’autres termes, 1 (¢, x) est la superposition de paquets
d’ondes localisés —i.e. les 1y, (t, x) — chacun d’eux ayant une vitesse de groupe approximativement
égale a v, := z—‘]:(kn) : le fait que les v,, soient des vitesses possiblement différentes est lié au
phénomene de « d’étalement du paquet d’ondes » ' (c.f. § 3).

Nous verrons que la notion de vitesse de groupe d’un paquet d’ondes se généralise
aux fonctions d’ondes de la mécanique ondulatoire grace au couple d’opérateurs (ob-
servables) impulsion/position (c.f. Proposition 5.3) : cela se systématise avec le théoréme
de Ehrenfest (c.f. § 6.3).

2.3. Nous avons déja précisé que le facteur 1/v/27 dans la définition du paquet d’ondes
en (3) est introduit a des fins de normalisation relativement a I'utilisation de la transfor-
mée de Fourier &[] sur L*(R) (c.f. [Olil6a]). Cela n’est pas un détail et nous verrons
(c.f. [Oli17]) que la transformée de Fourier joue un role crucial dans le « principe de cor-
respondance de Schrodinger ». Pour I'instant notons que si ¢y désigne la fonction partielle
z e (t,x), alors ¥y (x) = F [1h:] (), avec Py (k) == A(k)e ™ F)t et que

[l = [ AG)e O AR =0k = [ APk = |AJ* = 1

Or la transformée de Fourier §. [-] étant une isométrie de L?(R), nous obtenons que || =
[1+] = 1. Nous venons de montrer que si ¢(¢,q) est un paquet d’ondes au sens de la
Définition 2.1, alors I’application ¢ + 1; est un chemin sur la spheére unité de L?(R).

Proposition 2.4. Soit 1(t,q) = 3 [¢] le paquet d’onde t.q. ), (k) = A(k)"“®EHh ; si oy est I
fonction partielle z — v (t,x) alors |ib¢] = |¢¢] = | A| = 1 pour tout t > 0.

10. Déduite de A(k) en utilisant (par exemple) des partitions de 1'unité dont les fonctions poids sont
régulieres et & support compact.

11. Le phénomene de dispersion ou d’étalement du paquet d’ondes, est un point difficile a interpréter
relativement a la question de la localisation des corpuscules (comme 1’électron) que le paquet d’ondes est
censé représenter dans le modéle quantique.
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3. Incertitude et étalement du paquet d’ondes

3.1. Sit(z) =9(t,z) est un paquet d’ondes au sens de la Définition 2.1, alors (c.f. Pro-
position 2.4) pi;(dx) == 1y (x)|>dzx et n(dk) = [);(k)|*dk sont deux mesures de probabilités
sur R. Nous savons que si ji; et 1; possedent des moments d’ordre 1, alors les écarts types

o) =] [ #lontes = [ alvuiopar)
omy=y/ [ iy pas— [ KGopar)

satisfont I'inégalité de Heisenberg-Gabor (c.f. [Olil6a, § 10]), soit :

et

© o (m) 2

L'inégalité ainsi obtenue est valable a tout instant ¢ : il est alors légitime de se deman-
der comment les écarts types o(u) et o(n:), ainsi que le produit o (y¢)o (1) évoluent au
cours du temps. Nous avons déja noté (c.f. Remark 2.3) que I'hétérogénéité des vitesses
de phase des composantes monochromatiques d'un paquet d’ondes est a l'origine de
« Iétalement du paquet d’ondes » : intuitivement, chaque composante monochromatique se
propage a sa propre vitesse de phase. Nous allons expliciter cela dans le cas particulier
(mais important) des « paquets d’ondes gaussiens », c’est-a-dire du type

K 2
% Pie) = (t0) = = [ et im0 g
V2T

avec a > 0 et kg € R fixés; ici K > 0 est la constante de normalisation assurant que ;| = 1
pour ¢ = 0 et donc pour tout ¢ > 0 (c.f. Proposition 2.4). Nous considérons aussi que w(k)
se réduit a son développement de Taylor en ky au second ordre écrit sous la forme

(8) w(k) = wo +vy(k — ko) + B(k —ko)?

et ol1 v, est la vitesse de groupe au voisinage de k. Nous allons écrire 1/(t,z) en (7) en
fonction des parametres v, et 3, de sorte qu’en posant k = k — ko il vient :

1/)(t,$) K e—a(k—k0)2e—i(k0x+(k‘—k‘0)x—(wo+vg(k—k0)+ﬁ(k—k0)2)t)dk

V2T
_ K ei(kgcc—wot)fe—an26i(5x—(vgﬁ+ﬁ52)t)dm
V2T

soit encore

K SN2
9 t,x) = ez(kox—wot) ]' e—(a—zﬁ)n elﬁ(x_vgt)dﬁ
) Y(t,x) Wor
Mais en utilisant la valeur des intégrales gaussiennes (a écart type complexe : c.f. [Olil6a,

§ 6.3]), nous obtenons directement que

(10) Bt x) = s

v2(a-1if)

Le module carré du paquet gaussien (¢, ) s’écrivant

2 242 a(z—vgt)2
(1) (t, )| = \J o (ﬂ) A

. _1_a+ipt _ 2
eikoz—wot) =152, 52,2 (z-vgt)

(0}
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nous reconnaissons directement que p;(dz) = |t(t,x)[’dr est une « distribution gaus-
sienne » centrée en v,t et d’écart type

(12) o) =) S
«

Lorsque 3 = 0 I'écart type o(u) = o est indépendant du temps : dans ce cas le paquet
d’onde est pur (i.e. il possede une vitesse de phase) ; par contre, lorsque /5 + 0, nous avons
o(ue) ~ |BJt pour t - +o0 ce qui correspond a une dispersion en position : on retrouve ici
le phénomene « d’étalement du paquet d’ondes » déja mentionné.

3.2. Le paquet d’ondes gaussien tel qu’il est décomposé en (9) s’écrit aussi :

. ]_ . 2 .
w(t,.%') _ Kez(ko(:r:—vgt)+(kovg—wg)t_ /e—(a—zﬁt)n CZH(x_Ugt)df{
V2T

Si nous posons (k) := e (@=iB)5* alors en utilisant la transformée de transformée de
Fourier (en synthese) nous obtenons :

Wty ) = Ketorseod) (il g [5](5 — vyt) )
Par suite, si ¢y (k) = (¢, k) == &[¢+](k) alors nous avons successivement
Bltk) = Kooty [0 (3] (e u,t) (k)
(translation en z) = Kt kovamwo)to-ithvals [oihorz [07(0)] (k)

(modulation en k) Kt vo(hoh)=wo)) g [% [3]](k - ko)

ce qui donne

D(t, k) = KeHvalhok)=wo)t) o (f _ oy = K ot (vg(1=k)=wo)t) ,—~(a=if) (k—ko)*
Par suite,

n o0k T _1gn(k-
[t k) = Ky (k= ko) = Feem 2o = [omema dalko)”

La distribution gaussienne 7;(dk) = [¢(t, k)|?dk est donc centrée en kg et d’écart type
11
o(m) = 5%

En combinant (12) et (13) nous obtenons directement la valeur exacte du produit des
écarts types o(u) et o(n;), soit :

(13)

2
14 rotn) = 3\ 1+(5) ¢

Lorsque le paquet d’ondes % (t,x) est gaussien avec /5 = 0, le cas d’égalité de I'inégalité
de Heisenberg-Gabor en (6) est réalisé pour tout ¢ > 0 (et il n'y a pas d’étalement). Par
contre, lorsque 5 # 0, alors nous savons d’apres (12) que o(u:) est asymptotiquement
proportionnel a t quand ¢t - +oo (i.e. il y a étalement du paquet d’ondes) et le cas d’égalité
de l'inégalité de Heisenberg-Gabor n’a lieu que pour ¢ = 0.
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4. Les quanta et la dualité onde-corpuscule de de Broglie

4.1. La mécanique quantique commence en 1901 avec la tentative de Planck pour inter-
poler une série de lois empiriques décrivant le rayonnement du corps noir (loi de Wien,
loi de Stefan-Bolztmann) : Planck en déduit que la différence entre deux niveaux quel-
conques d’énergie d"un oscillateur harmonique de « fréguence » v est nécessairement un
multiple entier du « quantum d’énergie » hv, ott h = 6.626070040 - 10731 - s est maintenant
appelée « la constante de Planck ». Dans la suite nous écrirons hv = hw olt w = 27v est
la « pulsation » (fréquence angulaire) associée a la fréquence v et ott h = h/(27) est «Ia
constante de Planck réduite » : par suite, étant donnés E et E’ deux niveaux d’énergie de
l'oscillateur de pulsation w (avec E < E), il existe un entier n > 1 t.q.

(15) E' - E =nhw

Si nous notons Ej le niveau d’énergie de 1’état fondamental de 1'oscillateur (i.e. le plus
petit niveau d’énergie possible), alors tout niveau d’énergie s’écrit E,, = Ey + nhw pour
n > 0 entier. Contrairement a l'intuition classique, le niveau fondamental Ey n’est pas
nul : nous verrons (c.f. Lemme 8.2 infra) que Ej = hw/2 comme une conséquence directe
du « principe d'incertitude de Heisenberg ». En tant qu’objet « macroscopique » '%, 1’
harmonique classique possede un continuum de niveau d’énergie allant de 0 a 1'infini :
par conséquent, le rapport entre son énergie et les fréquences usuelles d’oscillations est
énorme devant la constant de Planck.

oscillateur

4.2. Considérons un corpuscule (P) de masse m (positive ot nulle) se déplagant « libre-
ment » a la vitesse v dans un référentiel (R) lorentzien de 1’espace-temps de la relativité
restreinte. Le « facteur de Lorentz » associé a (P) dans (R) est par définition

16) e ——

7

ol 5 = v/c est la vitesse réduite. L'énergie £ et I'impulsion p de ce corpuscule s’écrivent :
(17) £ = ymc? et P =ymuv
ce qui donne une expression de p indépendante de m, soit :

(18) p=_Ev/c?

Proposition 4.1. Soit (P) un corpuscule libre de la relativité restreinte, de masse m > 0 et
d’énergie positive (finie) ; alors m = 0 ssi la vitesse de (P) dans tout référentiel lorentzien vaut c.

Preuve. Soit (P) un corpuscule libre de masse m > 0 et d’énergie £ > 0 dans un référentiel
lorentzien (R) donné. Alors, nous savons d’apres 1’expression de 1'énergie en (17) que
_1&

m = e

or la quantité £/c? étant (strictement) positive, I'annulation de la masse m équivaux a
I'annulation de l'inverse 1/ du facteur de Lorentz définie en (16) : or cette derniére
condition (i.e. 1/ = 0) signifie exactement que la vitesse |v| de (P) dans (R) est égale

12. A ma connaissance, il n’y pas de critéres objectifs permettant de décider quand un objet est macro-
scopique. Dans tous les cas, « un chat » est considéré par Schrodinger comme une « entité macroscopique »
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a c (dans ce cas la vitesse de (P) coincide avec ¢ dans tout référentiel lorentzien — a cause
du statut spécial de c dans la relativité restreinte).
O

4.3. Dans son article sur « ['effet photo-électrique » [Ein05], Einstein définit un « quantum
13 comme un corpuscule libre de la relativité restreinte de masse nulle (i.e. de
vitesse c) associé — en un sens —a une vibration de pulsation w et dont 1'énergie £ est égale
a un « quantum d'énergie », ce qui se traduit par la relation de « Planck-Einstein », soit '* :

de lumiere »

(19) E=hw
Maintenant, si nous définissons le « nombre d’onde »
(20) p=2

C

alors le quantum de lumiere d’énergie hw, vu comme un grain de lumiere '° de vitesse
v = ¢, peut (formellement) étre associé a une impulsion, puisque d’apres (18), (19) et (20)
& hw
¢ ¢

P = hk

En résumé, « I'énergie-impulsion » du quantum de lumiere de pulsation w s’écrit :

(21) (&,p) =h(w,k)

4.4. Dans trois notes parues en 1923 aux Comptes Rendus de 1’Académie des Sciences,
puis dans sa these en 1924 [dBL25], de Broglie consideére (en particulier) une description
ondulatoire d'un corpuscule de masse m > 0 (typiquement un électron) se déplagant
librement dans 1’espace avec une vitesse vy < c. Par analogie avec la théorie des quanta
de lumiere (corpuscule non massif et donc de vitesse c), de Broglie associe chaque couple
d’énergie-impulsion (Ejy, pp) a une vibration caractérisée par le couple pulsation-nombre
d’onde (wy, ko) de sorte a assurer les « identités de de Broglie », soient :

(22) (Eo,p0) = h (wo, ko)

Cela I'amene a associer le couple énergie-impulsion (Ep,pg) a une onde monochratique
appelée « onde de de Broglie » et que nous écrivons (en dimension 1) :

(23) W(t, q) = AeHFoa-wot) _ g (poa-Eot)/h

ol A est un nombre complexe arbitraire. Notons au passage qu'une onde de de Broglie est
en particulier une onde dont « la vitesse de phase » est donnée par la « relation de dispersion »

wo  FEo
U’O = — = —

ko po

13. Le terme de « photon » pour désigner un quantum de lumiére a été introduit indépendamment par
Wolfer et Lewis en 1926.

14. Ici la pulsation w est une caractéristique du quantum de lumiére relativement au référentiel lorentzien
dans lequel celui-ci est observé : c.f. effet Doppler.

15. Newton parlait de corpuscule de lumiére : il était en effet un des premiers défenseurs de la théorie
corpusculaire de la lumiere.
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4.5. Pour un corpuscule de masse m > 0 « évoluant librement » a la vitesse vy « non relati-
viste » (i.e. v9 < ¢), une interprétation possible de 1’approche de Broglie consiste & iden-
tifier I’énergie du couple « énergie-impulsion » en (22) a 1’énergie cinétique du corpuscule
(massif) et d’identifier son impulsion a I'impulsion classique, ce qui donne :

(v}
(24) (Eo,po) = o V0

L’onde monochromatique (23) ne peut décrire le corpuscule non relativiste (et donc mas-
sif) pour deux raisons principales. D"une part, il n’est pas possible de localiser 'onde de
de Broglie dans 'espace : cela est inconsistant avec I'idée méme de corpuscule. D’autre
part, 'onde monochromatique (23) est bien attachée a une vitesse ondulatoire — la vitesse
de phase ug = wo/ko = Eo/po — mais celle-ci ne coincide pas avec la « vitesse (supposée)
réelle » du corpuscule : en effet, pour I’énergie-impulsion en (24) nous obtenons

_wo _Eo_1p _m _w

un = = =
0 ko Po Po 2m 2m 2

Pour sortir de cette difficulté de Broglie introduit la notion de paquet d’ondes, i.e. la
version quantique des paquets d’ondes de la théorie du signal t.q. définie '® au § 2.1.

Définition 4.2. Soit A(p) € L*(R) t.q. | A| = 1, alors le « paquet d’ondes de de Broglie » d’am-
plitude complexe A(p) est la fonction (t, q) dépendant du temps t et de I'espace q t.q.

. 2
(25) v(tq) = P PO oi B(p) = I
m

7]
— [ A
2mh (
A chaque composante monochromatique d’énergie-impulsion (E(p),p) de 1(t,q) correspond un
couple pulsation-nombre d’onde (w(k), k) déterminé par « les relations de de Broglie », soient

26) (w().K) = £ (E().p)

ce qui permet d’écrire le paquet d’onde en (25) sous la forme

1 .
27 tq) = ——— f A(hk)eE ka0 g
(27) o(t,q) Nore (k)

Par anticipation sur l'interprétation probabiliste de Born (c.f. § 5.5), nous avons aussi
imposé au paquet d’ondes de de Broglie de vérifier la condition de normalisation | A| = 1.
A linstar des paquets d’ondes de la théorie du signal, le facteur 1/v/27h est introduit afin
d’assurer la compatibilité avec la « transformée de Fourier quantique » : par définition, la « Q-
transformée de Fourier » est 'application qui a toute fonction f € L*(RR) associe la fonction
8.[ f], définie de maniére analogue au cas standard (c.f. [Oli16a, §§ 5 & 6]), de sorte que

1 —ipq __ 1 ipq
SN0 = o= [ f@e e et &) = o [ 7o) dp

16. Nous insistons sur le fait que la notion de paquet d’ondes de la théorie du signal est postérieure
a la notion introduite par de Broglie en mécanique ondulatoire (et dans laquelle intervient — de maniére
essentielle - 1"échelle de Planck) : en commencant par la théorie du signal, nous avons choisi une présentation
anachronique afin d’extraire un certain nombre d’idées mathématiques du contexte (parfois tres spéculatif)
de la représentation quantique du réel.
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Il découle du théoreme de Plancherel que la Q-transformée de Fourier § [-] est une iso-
métrie unitaire de L?(R) dont l'inverse (i.e. son adjoint) est §.[-]. Maintenant, si nous
définissons le « paquet d’ondes en impulsion » associée a (¢, q) en (25), soit :

é(ta p) = A(p)e_iE(P)t/h

alors les fonctions partielles v, = 1 (t,-) et Uy = &(t, -) forment (pour tout t) un couple de
Q-transformée de Fourier puisque

(28) wwﬁ f hi(p)e®Mdp et @(p)=—% f Yi(q)e P dx

De maniere plus condensée nous avons ¥ (t,q) = . [1[1,5] (q) et 1/3(t,p) = & [Y](p); en
particulier, a tout instant ¢ nous avons :

l® = (&[] [& [90]) = (dbulebn) = |4

Or (définition d’un paquet d’ondes de de Broglie) | A| = 1 et par suite (de méme que pour
les paquets d’ondes de la théorie du signal : c.f. Proposition 2.4) nous avons :

Proposition 4.3. Soit ¥ (t,q) = &[] le paquet d’onde de de Broglie t.q.

2

di(p) = A(p) F@UN quec E(p) = -
2m

etoit A(p) € LQ(R) (avec | A| = 1); si 1)y est la fonction partielle g — 1) (t, q) alors pour tout t > 0 :
[el = 192 = 1 4] = 1

4.6. A tout instant ¢, le paquet d’ondes 1; est un élément de la spheére unité de L*(R) :
cela signifie que la mesure [¢;(q)|*dq est une probabilité sur R. Afin de localiser le cor-
puscule libre représenté par v/, il faut pouvoir définir « sa position » g(t) comme « le centre
d'inertie » (i.e. « la moyenne ») de la probabilité [¢:(q)|*dq; nous verrons que le « théoreme
d’Ehrenfest » (c.f. Théoreme 6.4) assure en particulier que la dérivée temporelle ¢(t) coin-
cide avec la vitesse vy du corpuscule. Nous reviendrons plus loin (c.f. §§ 5 & 6) sur ce
point dans le cadre plus général de la mécanique ondulatoire des fonctions d’ondes. Pour
I'instant, nous pouvons faire une remarque intéressante dans le cas des paquets d’ondes
gaussiens, c’est-a-dire avec une amplitude complexe de la forme

A(p) = e p-po)*/h?

avec a > 0. Cela nous donne l’analogue quantique du paquet d’onde en (7) soit /

K (k)2 (b E(hk) hk?
t _ a(k-ko) i(kq w(k)t)d k) = _
U(t,q) NGTT f e e p avec w(k) ™

(o1 K est la constante de normalisation). En développant w(k) en ky il vient :

h 2 h h h
w(k) = 5—(ko+ (k=ko))" = o—kg + —ko(k — ko) + o—(k - ko)”
2m 2m m 2m

. ' S hko)? .
soit encore, avec I'énergie cinétique E = % et de la vitesse vg = Z—‘l:(ko) = % :

w(k) = % +vo(k - ko) + Qi(k — ko)?
m

17. Exemple le plus simple d'un paquet d’onde localisé autour du nombre d’onde ko = po/h = mwvo/h.
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Des calculs identiques a ceux faits au § 3.1 donnent
K Cho\p2 s
t, _ ez(poq—Eot)/h [ e—(a—z%)k ezk(q—vot)dk
vita) V2rh

d’ot1 nous tirons que

[(t,q)? = /2m02(t) e 7@ avec o(t)=\|a+—

~(g-vgt)* 1 ( hit )2
«

2m

Les propriétés statistiques de la distribution de Gauss nous permettent de conclure que
I'énergie du paquet d’onde gaussien (¢, q) (représentée par la probabilité [v(¢,q)[>dq)
est localisée au point vyt, c’est-a-dire la position classique au temps ¢ d"un corpuscule de
vitesse vg initialement situé en 0. (La présence de la constante de Planck dans ’expression
de I’écart type o(t) nous donne un ordre de grandeur du phénomene de dispersion du

paquet d’onde a I’échelle microscopique).

4.7. Laissant (provisoirement) de coté la question de la position, nous nous intéressons
au probleme de la vitesse de corpuscule libre modélisée par un paquet d’ondes de de
Broglie a partir de la notion de « vitesse de groupe ». Pour voir cela, nous partons du fait
que les composantes monochromatiques du paquet d’ondes de de Broglie v, en (27) sont
caractérisées par le nombre d’onde k = p/h et la pulsation

hk?

w(k) = pr
Maintenant, si nous supposons que la fonction k — A(hk) est centrée autour d’une valeur
donnée ky = hpy = hmvg du nombre d’onde, alors le paquet d’ondes de de Broglie v
possede une vitesse de groupe (c.f. § 2.2) soit :
_4 w(k):i (h_k?):%:h(po/h)zv

dk k=ko dk k=ko \ 2m m m

La notion de paquet d’ondes de de Broglie permet de répondre de maniére consistante
aux deux obstructions quant a la représentation ondulatoire du corpuscule (non rela-

Vg

tiviste) de masse m et de vitesse vy : en effet, un tel paquet d’ondes est spatialement
localisable et sa vitesse de groupe coincide avec « la vitesse réelle » vy du corpuscule en
question. Le formalisme de I’'onde-corpuscule de de Broglie n’est devenu réellement cré-
dible au yeux de la majorité des physiciens qu’a partir du moment ot la diffraction des

18

électrons a été effectivement observée *°, exactement comme prédite par de Broglie .

5. Mécanique ondulatoire — Equation de Schrédinger

5.1. Les paquets d’ondes tels que considérés par de Broglie vont amener Schrodinger
a décrire la « nouvelle mécanique des quanta » sous la forme d'une « mécanique ondula-
toire » a partir de I’'approche de Hamilton et Jacobi de la mécanique classique. Dans ce
nouveau cadre, la notion de « fonction d’onde » intervenant dans « I'équation de Schridin-
ger » (c.f. Définition 5.1 infra) étend la notion de paquet d’ondes et permet d’intégrer les
idées/intuitions de de Broglie sur la « dualité ondes-corpuscules » dans un systeme théo-
rique autorisant 1'introduction des champs de forces (principe de correspondance : c.f.

18. De maniere indépendante par G. P. Thompson and C. J. Davisson en 1927 : pour cette découverte, ils
ont partagé le prix Nobel de physique de 1937.
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§ 5.2). Schrodinger peut ainsi traiter (c.f. [Sch26]) le cas de 1’électron (non relativiste) pris
dans le champ coulombien d"un proton et calculer avec une grande précision le spectre
d’émission-absortion de I'atome d’hydrogene; il s’agit 1a d’une avancée théorique sans
précédent depuis la « révolution » du modele « ad hoc » de Bohr . La question de la loca-
lisation des ondes-corpuscules le long de leurs trajectoires quantiques est un point par-
ticulierement important : nous allons voir que dans la mécanique ondulatoire, la nature
unitaire et localisable de la fonction d’onde (généralisation de la Proposition 2.4 pour
les paquets d’ondes) peut se déduire du « théoréeme d’Ehrenfest » (nous y reviendrons au
§ 6.3) : le fait que 1’évolution quantique d’une fonction d’onde corresponde a I'évolu-
tion d’une distribution de probabilité spatiale, constitue l'interprétation probabiliste de
la mécanique quantique due a Born.

5.2. Nous avons déja mentionné (qu’en général) le paquet d’ondes de de Broglie ¢ (t, ¢)
tel que défini en (25) n’est pas une onde, en ce sens qu’il ne possede (généralement) pas de
vitesse de phase (il ne peut donc étre solution de 1’équation des ondes). Cependant ¢ (¢, q)
satisfait une équation ou la dérivation temporelle est du premier ordre. Par dérivation
sous le signe intégral nous obtenons d"une part

0 U (A(p) i(pa- E(p)t)/h)d L A(p) (iPa-E@)/h g
9¢? 9¢> \V/2xh o

et d’autre part (en utilisant le fait que E(p) =
ih0_¢ - ihf o ( A(p) ot(pa- E(p)t)/h)d

ot V2rh
h[ @E(p)A(p) ot (pa- E(p)t)/hd pr A(p) ei(pq—E(p)t)/hdp
2m\/2mh
Au final, en combinant avec (29) il vient :
Lo hEO%
30 h—=-_ 2
(30) "ot 2m Oq>

L’équation (30) est « I"équation de Schrodinger » du corpuscule libre de masse m.

5.3. Pour introduire la dynamique quantique, considérons maintenant un corpuscule de
masse m pris dans un champ de force conservatif dérivant d’un potentiel V(g) : si p
désigne la variable d’impulsion associée a la variable de position g, alors le hamiltonien
du systéme mécanique est la fonction

p2
(31) H(q,p) = o V(q)

(somme de « I"énergie cinétique » et de « I'énergie potentielle » du corpuscule dans le champ
de force). Dans le cas considéré, la valeur du hamiltonnien est constante le long d"une tra-
jectoire classique g(t) en ce sens que H(q(t), mq(t)) est une quantité ne dépendant pas
du temps (nous reviendrons sur les formalismes lagrangien et hamiltonien dans [Oli17]).
11 est difficile de se faire une idée précise de la maniere dont Schrodinger est parvenu a

19. Pour cela, Schrodinger obtient le prix Nobel en 1933 qu’il partage avec Dirac (Dirac traite I’électron
relativiste et explique la structure fine du spectre de I'atome d’hydrogene).
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l'équation qui porte son nom*". La justification théorique de Schrodinger est essentiel-
lement basée sur I’équation de Hamilton-Jacobi; il est cependant envisageable que cette
présentation soit venue justifier a postériori une équation dont la valeur s’est d’abord ré-
vélée a Schrodinger par sa prodigieuse efficacité a prédire le spectre de 1’atome d’hydro-
gene. Nous proposons une heuristique obtenue par analogie avec celle du § 5.2 ot nous
avons obtenu l'équation de Schrodinger (30) satisfaite par les paquets d’ondes associés
aux corpuscules libres de de Broglie. Pour cela nous allons remplacer la phase pg - E(p)t
de l’onde de Broglie par une « fonction d’action » S(t, ¢, p) issue de 'approche classique de
Hamiltons et Jacobi et dont nous admettrons *' qu’elle vérifie le systéme d’équations *

mI) : Bl mgy et my2): 2
ot dq

(L'équation (HJ1) est précisément une forme de « I"équation de Hamilton-Jacobi » propre-
ment dite.) Nous pouvons (formellement) considérer un « paquet d’ondes de de Broglie-
Schridinger » écrit sous la forme

1 .
(32) e — [ A(p)eStaningy,

=p

D’une part, en dérivant partiellement i21) (¢, ¢) par rapport au temps, il vient avec (HJ1) :

2 . AP) isctap)/n
— h Z q,p d
"o f 81&(\/ h
108 A(P) R q,p)/hdp: /H(q,p) A(p) eis(t,q,p)/hdp

h Ot ok V2rh
soit encore, en introduisant 1’expression du hamiltonien en (31) :
o _ p AP) isttap)/h
33 th— e thhPItg
@) - (L) S scanng,

Mais d’autre part, en dérivant partiellement v (¢, ¢) deux fois par rapport a ¢, nous avons > :

0% 0 AP) isttap)/h
oy _ 2 o5 (ta, dp
/ dq (

0q? dq \/_h
_ 0 [i9S Alp) S tan)/h g,
dqJ hoq \/_

' 95 A(p) A(p)
92510a% = 0 /o ( ZS(mq,p)/h) d ( ) S, qm)/hd
(0°5/64"=0) h / 9q \ 9q /21 P= / 2q) Varh

20. A ce propos il est instructif de citer une réflexion bien connue de Feynman a ce propos : « D’oit vient
[I"équation de Schrodinger] ? He bien vous ne pouvez la déduire de quoi que ce soit que vous connaissiez. Elle est sortie
de Uesprit de Schrodinger ! ».

21. Nous reviendrons sur ce point en détail dans [Oli17].

22. Dans le cas du corpuscule libre, nous avons H(p,q) = E(p) (le hamiltonien est réduit a I'énergie
cinétique) et S(t, q,p) = pg — E(p)t est une fonction qui satisfait bien les équations (HJ1) et (HJ2).

23. Nous utilisons ici le fait que d’apres (HJ2) :

S _ 008 _0p_
92q 0q0oq 9q
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Grace a I’équation (HJ2), nous obtenons alors un analogue presque identique a (29) soit

1 2 AW s

34 - - S(tap)/h g

(34) q? A2 /—27r p

Finalement, la combinaison de (33) et (34) donne 'équation
oY _ h? 0%

35 ih— =———— - V(q)y(t

Nous venons de retrouver « I"équation de Schrodinger » d’une onde-corpuscule de masse
m prise dans le champ de force dérivant du potentiel V' (¢). L'heuristique présentée est
basée sur I'hypothese (implicite ici) que le systéme étudié possede une distribution conti-
nue en impulsion ; cependant nous aurions pu tout aussi bien considérer une distribution
w(dp) plus générale, a la place dp et en particulier prendre pour ;(dp) une distribution
discrete. Cette distinction entre discret et continue est un point important de la méca-
nique quantique. L'onde-corpuscule libre de de Broglie est un exemple de systeme quan-
tique continu ; nous reviendrons en détail sur le cas de 1’oscillateur harmonique quan-
tique (correspondant au potentiel V' (q) = 1/2xkq* avec x constante de I'oscillateur) et qui
est le modele du systéme quantique discret.

5.4. Grace aI'équation de Schrodinger (35) les paquets d’ondes de de Broglie-Schrodin-
ger, tels que définis en (32), s’integrent naturellement dans le cadre de « la mécanique ondu-
latoire », c’est-a-dire comme un cas particulier de ce qu’on appelle une « fonction d’onde ».

Définition 5.1. Une « fonction d’onde » associée au corpuscule de masse m soumis au potentiel
V' (q) est une fonction v (t,q) dépendant de la variable temporelle t et de la variable spatiale q,
telle que (i) : by appartienne a 'espace de Hilbert 5 = L?(R) pour tout t; (ii) : 1(t,q) vérifie
I'équation de Schrodinger en (35) et (4ii) : il existe to tel que |1y, = 1.

5.5. Nous verrons au § 6, avec les « Q-trajectoires » (c.f. Définition 6.2), une généralisation
encore un peu plus abstraite de la notion de fonction d’onde. Pour l'instant remarquons
que si ¥4 (q) = 1 (t, q) est une fonction d’onde de la Définition 5.1, alors d’apres (35) et en
utilisant le fait que le potentiel V'(¢) est une fonction a valeurs réelles (et les propriétés
du produit scalaire hermitien sur J7) :

Slodud = (Gl (ve|3)

(-5 (G versten) ot ) (vt - (52 +voween)
{5 ol

o, >> (w )

Mais par une double intégration par parties (et en admettant que ;(+o0) = 0), il vient

<62¢ 8%)

et )> <¢(t )

de sorte que finalement :

e
- =0
il
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La norme (dans .7 = L%(R)) de la fonction v; est donc indépendante de ¢ : le fait que
I'identité [¢:| = 1 soit vraie pour un certain ¢, entraine qu’elle est vraie pour tout ¢.
Nous avons ainsi vérifié I’analogue de la Proposition 4.3 dans le cas général des fonctions
d’ondes au sens de la Définition 5.1.

Proposition 5.2. Sila fonction +(q) = ¢ (t, q) dépendant la variable temporelle t et de la variable
spatiale q est une fonction d’onde associée a I'équation de Schrodinger en (35), alors

() [ et olde =l <1

La Proposition 5.2 permet d’associer la notion de fonction d’onde a « I'interprétation pro-
babiliste de Born » introduite dans?* [Bor26] (voir aussi la conférence Nobel de 1954 :
[Bor54]) : la probabilité (¢, q)[*dq décrit « la probabilité de présence » — a instant ¢ — du
corpuscule associé a la fonction d’onde (¢, ¢). Ainsi, pour tout a < b réel la probabilité
de présence du corpuscule dans l'intervalle [a;b] & 'instant ¢ vaut-elle

b 2
| et a)Par

5.6.  Nous notons toujours 1; la fonction partielle spatiale associée a la fonctions d’ondes
1 (t,q) de 'onde-corpuscule de masse m et soumis au champ de force dérivant du poten-
tiel V' (¢) (c.f. Définitions 5.1). Cela nous permet de reformuler I’équation de Schrodinger
(35) sans dérivation partielle en écrivant

(36) i = Hy

ol le « Q-hamiltonien » H s’écrit comme la somme Hj + H;, chacun des opérateurs Hj,
agissant sur les fonctions complexes f(q), de sorte que (sous réserve que cela a un sens)
h? 9% f
(37) Hof(q)=-5——5 et Hif(q)=V(9)f(q)
2m dq
La définition de H f(q) est claire lorsque f(q) est (par exemple) dans 'espace de Schwarz
< (R) avec V(q) polynomial en ¢; cependant, méme si .(R) est dense dans J#, 1'opé-
rateur H en (37) ne posséde pas d’extension bornée sur tout .7 : en toute rigueur nous

devons déterminer le sous-espace dense 2 de L*(R), contenu dans l’espace de Sobolev
* et rendant l'opérateur (H, ) autoadjoint (2 dépend essentiellement de la forme
de V(¢)). Nous reviendrons sur cette question dans le cas de 1’oscillateur harmonique
quantique (c.f. § 8) ; pour I'instant nous développons les idées au niveau de I'heuristique.

5.7. La définition méme d’une fonctions d’onde ¢(q) = ¢(t,q) de 'onde-corpuscule
de masse m prise dans le champ de force dérivant de V' (¢) assure qu’a tout instant ¢ la
mesure /1;(dq) = [:(q)|*dq est une distribution de probabilité sur R. Afin de localiser le
corpuscule a partir de sa fonction d’onde 1, nous utilisons I'opérateur position @) (déja
introduit : c.f. [Olil6b]) et tel que

(38) Qf(q) =qf(q)

24. Born a participer a la formulation de la mécanique des matrices de Heisenberg avec Bohr et Jordan;
a partir de 1923, Heisenberg et Jordan ont été ses assistants, lorsque celui-ci était professeur a Gottingen.
Notons aussi que durant I'hiver 25-26 Born a travaillé avec Wiener sur l'interprétation du formalisme de
Heisenberg en termes d’opérateurs linéaires agissant sur un espace vectoriel (c.f. Blog d’Alain Bouquet -
CNRS). L'équation pg — gp = b est gravée sur la pierre de tombale de Born & Géttingen.

27
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Ainsi, la « position (quantique) » du corpuscule a I'instant ¢ est par définition la quantité
2
<wt‘Q‘¢t> = <wt‘Q¢t) = / qli(q)|"dg

(ot1 nous reconnaissons le point moyen de la probabilité p;(dq) = [1:(q)|*dq). Si cette
position est définie a tout instant ¢ alors — a I'instar de la notion de vitesse de groupe (c.f.
§ 4.6) — il est possible de définir « une notion de vitesse ». En utilisant la dérivation sous le
signe intégral, et I'équation de Schrodinger sous la forme (36), il vient en effet :

d
(o

(—%Hwt

QW) + <¢t

d d
(0]l e

Q%) + <¢t

Q%%) <¢t

HQ¢t> (%

—%Qﬂw)

ol dans la derniere ligne du calcul, nous avons utilisé le fait que H est « moralement
autoadjoint ». Avec la notation en crochets de Lie ” nous pouvons écrire :

)

Mais le fait que le potentiel V' (¢) soit une fonction a valeurs réelles assure que le crochet
de Lie [@, H, ] est nul et finalement (39) s’écrit

) el = (v 10,1

d 7
(40) — (0| Q) = (¥u|-—[Q. Hol |t
dt h
Cette derniere expression nous incite a définir I’'observable d"impulsion
ma
(41) P =-—-[Q, Ho]

Dans le cas ot Hj est donné par (37) et ot () est ’observable de position définie en (38),
nous pouvons donner une expression simple de P : en effet, pour toute fonction ¢ dans
un sous-espace « convenable » de .7, nous avons :

Oy 02 821/1 0 oY
Hol ¢ =-—— g5 - — = ——
[Q, Hol - = ( 5 (w)) ( 5 8q(w+ 8q)
_ k7 82w o 61,/} 82¢ ~ _h_28_¢
- aq aq 0q 8q "~ mdq
D’apres (41) cela nous donne 1'expression de « I"observable d’impulsion » P soit :
., 0
@) Pug) = -ih o
q

Dans la suite, nous noterons
43) (vl Plin) = (Posfin) = -in [ o)

I'impulsion de I'onde-corpuscule a I'instant ¢ (du moins si elle est définie). La proposition
suivante fait un lien direct entre la mécanique classique et la mécanique quantique.

25. L'utilisation du crochet de Lie [Q, H] au lieux de [ H, Q] vient d"une notation usuelle pour les « crochets
de Poisson » dans la mécanique hamiltonienne classique (c.f. [Oli17]).
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Proposition 5.3. Si ¢:(q) = 1(t,q) est la fonction d’onde associée a une onde-corpuscule de
masse m soumise au champ de force dérivant du potentiel V (q) alors (si cela a un sens)

(| Plin) = m - (o)

5.8. «Le principe de correspondance de Schrodinger affirme que toute quantité classiquement
mesurable d'un systeme correspond a une observable du systeme quantique, c’est-a-dire un opé-
rateur densément défini et autoadjoint sur I'espace de Hilbert des états quantiques » (c.f. § 6.2
infra). Une fois l'interprétation probabiliste de Born posée, la définition de I'observable
de position () est tres raisonnable ; en se basant sur la relation classique entre la position
et 'impulsion des variables hamiltonienne, la définition de 1’observable d’impulsion P
en (42) devient elle aussi raisonnable. Cette derniere remarque enléve un peu du mystére
qui entoure le principe de correspondance. Notons aussi qu’avec les définitions des opé-
rateurs P et () ainsi obtenus nous pouvons écrire, pour toute fonction f € L?(R) (pour
laquelle cela a un sens) :

[P,Q1/(q) = PQf(q) - QPf(q) = ~ih (%(qf(q)) - q%) - ihf(q)
soit encore

49 [P.Q1f() = 5 /(@)

Cette relation — « ["identité de Born » — est gravée sur la tombe de Born (voir Fig. 1).

5.9. Lerole dela Q-transformée de Fourier joué dans le formalisme des paquets d’ondes
de de Broglie-Schrodinger — tels qu’introduits en (32) — semble avoir disparu dans le
formalisme plus général des fonctions d’ondes au sens de la Définition 5.1. Il n’en est
rien. En effet, soit ¢; la fonction partielle spatiale associée a la fonction d’onde (t, q)
et pour tout ¢, supposons que la Q-transformée de Fourier ;(p) := & [1:](p) soit dans
L%(R) n €' (R). Alors (en utilisant la dérivation sous le signe intégral) il vient :

TG0 W) Bu(p)e) dp

1 0
\./27rh[8_q< )
L it b eidw

et par suite, en partant de la définition (43) :
(wlPlon) = i [ G T
[ &[] @5 [4:] (a)da - (& [@4] [ [¢])

Finalement par le théoréme de Plancherel [Olil6a, Théoreme 6.2]), nous obtenons :
(45) (| Plo) = (Q&t %Zt) = (@t|Q‘7JJt>
Plus générale (quand cela a un sens), on montre de méme que pour tout £ > 1
(¢t|Pk‘¢t> = (7/;1‘/|Qk|7jjt>
La relation (45) est tres liée au « principe de correspondance de Schridinger » tel que décrit

par de Broglie dans [dB38, p. 48 - 50] : la position et I'impulsion forment un couple (p, q)
de variables conjuguées du formalisme hamiltonien qui « correspond » au couple (Q, P)
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FIGURE 1. Pierre tombale de Max Born a Gottingen (source Wikipédia). Si Q) et P dé-
signent (dans nos notations) I'observable position et I'observable impulsion
d’un systeme quantique, alors « l'identité de Born »

(*) : PQ-QP-= L,I
2me

(oit I est l'opérateur identité) contient a elle seule deux points qui dis-
tinguent la mécanique classique de la mécanique quantique. Premierement
(%) ne peut étre valable en dimension finie car dans ce cas la trace de PQ)
est égale i la trace de QQ P. Deuxiemement, si l'espace est de dimension infini
et que les deux opérateurs P et Q) vérifient (), alors il est nécessaire que P
oit ) soit non borné : cette remarque est implicite dans un articled de Weyl
de 1928 et se trouve formellement établie par Wintner en 1947 (c.f. [RS81,
Example 2, p. 274]). Notons enfin que l'identité de Born est a I'origine d'un
théoreme structurel (lié au principe de correspondance de Schrodinger) et
établit par Stone et von Neumann en 1932 (c.f. [Ros04] pour une histoire
sélective autour de ces questions).

des observables position-impulsion dont la conjugaison quantique est assurée par (45).
Cette derniére remarque, nous permet de formuler une version (en fait assez générale) du
«l'inégalité de Heisenberg ». En supposant que la position (¢¢|Q|¢:) et 'impulsion (1| P|v;)
soient définies a I'instant ¢, nous pouvons définir (et nous y reviendrons de maniere plus
systématique au paragraphe suivant) « ["écart type en position »

ou(Q) =\ (al@2e) — (welQ)’
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ainsi que « I'écart type en impulsion »

ou(P) =\ (] P2Je) — (il Pl =\ (@21} - (dfl)”

I est immédiat de vérifier que 0+(Q) et o(P) coincident respectivement avec les écarts
types des probabilités 1, (dg) = [v:(q)[>dq et n;(dp) = |1¢(p)[*dp : en d’autres termes,
01(Q) = o (1) et o1 (P) = o(ny). Si &(dp) = i (p)[>dp est la probabilité, ot

1 .
= —— e *Pd
o) = 7= [ vula)e g
alors « I'inégalité de Heisenberg-Gabor » (c.f. [Olil6a, Théoreme 9.1]) affirme que

(46) Pm)o(&) > 5

La relation entre o (7)) et o(&;) s’obtient facilement par changement de variable : en effet,

! fwt(q)e‘i(”/h)qdw L on)

de sorte que

02("%)

[ #wPan—( [ léoyan)

n [ (p/h)%(p/h)?dp—( / (p/h)m(p/h)pdp)?

w [ lew)Pav— (1 [ vleito)an)

2 (f @i~ ( [ setoban) ) - n2o%e

Nous venons de vérifier que o (1) = ho (&), ce qui permet d’écrire I'inégalité de Heisenberg-
Gabor en (46) sous sa forme originelle o (u:)o(n:) = h/2 et connue en mécanique quan-
tique comme « ['inégalité de Heisenberg ».

Théoreme 5.4. Soit 1), = 1(t,-) la fonction partielle spatiale d’une fonction d’onde associée a un
corpuscule de masse m pris dans un champ de force conservatif (c.f. Définition 5.1) ; alors, a tout
instant t oil la position (y:|Q|:) et I'impulsion (| Plyy) sont définies, nous avons

@) 7(@ou(P) 2 ]

6. Forme abstraite de 1’équation de Schrédinger

6.1. Nous avons déja vu (c.f. [Olil6b]) que le travail de réflexion sur la formulation
abstraite de la mécanique quantique a été menée au tournant des années 30 par Stone
et von Neumann. Pour donner un apercu élémentaire de cette formulation, considérons
que 7 est un espace de Hilbert (séparable) et que le systéme étudié est décrit par un « Q-
hamiltonien » *® H, c’est-a-dire un opérateur défini sur un sous-espace 2 dense dans .77
et tel que (H, Z) soit autoadjoint. Par analogie avec I’équation de Schrodinger associée

26. Nous supposerons ici que H ne dépend pas du temps.
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en (35) au corpuscule de masse m pris dans un champ de force, « I'équation de Schrodinger
abstraite » associée au Q-hamiltonien (H, 2) s’écrit

AU
(48) ih—r = HU(1)

L'existence et 'unicité des solutions de I'équation (48) sont assurées par le « théoreme de
Stone » %’ (c.f. [Oli16b, Théoreme 7.19]) : en effect (H, ) étant autoadjoint (i H /h, Z) est
le « générateur infinitésimal » d"un « semi-groupe fortement continue de contraction » (s.g.f.c.c.)
habituellement noté {exp(itH/h) ; t > 0} : par suite, pour tout Q-état initial ¢y € 7,
le chemin ¥(¢) = exp(itH/h)ig est 'unique Q-trajectoire de (H,2) t.q. ¥(0) = ¢ (i.e.
l'unique chemin de la sphére unité de Z t.q. tho¥ /0t = HVU(t) avec ¥(0) = 1p). Nous
énongons ce résultat sous la forme suivante.

Théoreme 6.1. Soit (H, ) une Q-hamiltonien; si vy est un Q-état dans 7 (i.e. 1y € D et
[0 = 1), alors il existe un unique chemin V(t) dans 2 qui est solution de (48) et t.q. W(0) = to.

Si nous considérons que t ~ |¥(t)[? et la solution de (48) t.q. ¥(0) = vy € 2, alors
(dérivation sous le signe intégral) :

av

dt

O (IO T0)
\Il(t)) + (\Il(t)

ol nous avons utilisé le fait que (H, Z) est autoadjoint : il en découle que la norme || ¥ ()|

a4 a
dt dt

\Il(t)) N <\If(t)

<—EH\I/(t)

—EH\II(t)> -0

est constante,, i.e. [U(t)| = ||¢o], pour tout ¢ > 0. Ces dernieres remarques nous per-
mettent de définir de maniere consistante les Q-trajectoires comme généralisation abs-
traite des fonctions d’onde telles que définies dans la Définition 5.1.

Définition 6.2. Soit (H,Z7) un Q-hamiltonien ; alors une « Q-trajectoire » est un chemin diffé-
rentiable t — W (t) formé de Q-états dans & (i.e.V(t) appartient a la sphére unité de 9 pour tout
t > 0) et qui est solution de I'équation de Schrodinger abstraite donnée en (48).

6.2. Lopérateur (A, %), supposé autoadjoint et densément défini sur .7#, est appelé
une « observable compatible » avec le Q-hamiltonien (H, ), lorsque % contient 7. Une
telle observable représente une quantité mesurable a partir d’expériences faites sur le
systeme décrit par (H, Z) : les résultats « possibles » des mesures sont alors « identifiées par
principe » aux valeurs spectrales de (A, .%") (c’est-a-dire — d’apres le critére de Weyl — aux
valeurs propres ou aux valeurs propres approchées : c.f. [Oliléb, § 3.3]). La Q-moyenne
de A évaluée le long d'une Q-trajectoire 1), := V() dans Z est

(vl afvn) = [ U@ Avi(a)da

D’autre part, sous réserve que A? soit une observable compatible avec (H, Z), alors nous
pouvons définir la Q-dispersion de A évaluée en 7/, en posant

ou(A4) =\ | A201) - (| Al

27. C’est une forme partielle (pour les semi-groupes) qu'il est possible de voir (de maniére anachro-
nique) comme un corollaire du « théoréme de Hille-Yosida » concernant les semi-groupes fortement continue
de contraction (s.g.f.c.c.) dans le cas des espaces de Hilbert.
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Le théoréme suivant est une version du « principe d'incertitude de Heisenberg ».

Théoreme 6.3. Soit A et B deux observables compatibles avec (H, ) ; si [ A, B] est aussi com-
patible avec (H, ), alors pour toute Q-trajectoire 1, = U(t) dans 2,

1
ot(A)ot(B) 2 §|(¢t|[A,B]|¢t>|
Preuve. Pour f, g € 7 1'inégalité triangulaire entraine que

112+ g + 21 1gl > 1f + gl = 11 + [gl® + (flg) + {g1f)

Apres simplification (et en changeant éventuellement le signe de f) nous retrouvons (une
forme de) I'inégalité de Cauchy-Schwarz, soit (c.f. [Olil6a, § 3.2, eq. (4)]) :

(49) 2[fllgll > 1{£1g) +{glf)]

En posant A(t) = A — (4|Ale) I et B(t) := B — (4| B|yx) I il vient o4(A) = |A(t)y] et
oi(B) = | B(t)yx|) : d’apres (49) avec f = A(t)yy et g = B(t)yy, il vient alors

204(A)o(B) 2 ‘<A(t)¢t|§(t)1/}t> + (E(t)¢t‘é(t)¢t>|
> (e A()B()|oe) + (0t B A®)]4x)] = [(10e| AR) B(t) = B(£) A(#)[¢1)]
ie. o1(A)or(B) > 1/2|(¢4|[A(t), B(t)]|p+)]- La conclusion vient du fait que

[A(t), B(1)] = [A,B] = (¢u|Blyn) [A, 1] (¢ Alyr) [B, 1]
+ (e Al (e Blope) [1, 1] = [A, B]
O

Nous avons vu au § 5.6 que dans le cas ot U (t) := 1, est la Q-trajectoire associée a la fonc-
tion d’onde ;(q) = ¥(t,q) du corpuscule de masse m pris dans un champ de force, les
observables position et impulsion sont respectivement définies pour tout f dans le do-
maine du hamiltonien en posant Q f(q) = ¢f(q) et Pf(q) = —th0f/Jq. Or d’apres « l'iden-
tité de Born » (c.f. § 5.8 supra) nous avons [P, Q]|f = —ihf. En se placgant le long d'une
Q-trajectoire quelconque vy = ¥(t), nous pouvons combiner 1'identité de Born avec le
« principe d'incertitude » tel qu’énoncé dans le Théoreme 6.3 afin de retrouver « l'inégalité
de Heisenberg » (c.f. Théoreme 5.4) : en effet, pour tout ¢ > 0,

7(@u(P) 2 3| ([P, Q) | = 5wl - ibThoud | = S Lol =

6.3. Nous allons démontrer « le théoréme d Ehrenfest » *® portant sur I’évolution des va-
leurs moyennes des observables (indépendantes du temps) le long d"une Q-trajectoire.

Théoreme 6.4 (Ehrenfest). Soient (H, 2) un hamiltonien densément défini sur 7 et V(t) une
Q-trajectoire dans le domaine de H. Si A est une observable compatible avec (H, Z), alors

d

< (wale) = - (w14, Hlw ()

28. Ehrenfest (1880-1933), éleve de Boltzmann et ami d’Einstein et de Bohr, était un brillant physicien
prématurément et tragiquement disparu.
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Preuve. Nous appliquons le théoréme de dérivation sous le signe intégral, de sorte que :

[l reo) - frolof

7

[-£auoluco)  (wco]a|-£sco)

< {w@)afe)

w|ralwm) + 3 (v)|am]um)

(par convention nous utilisons un produit scalaire semi-linéaire a gauche) soit encore
L tw(n)|ajww) - -2 (ww|am - mA|w)
dt h
O

Lorsque c’est possible, le théoreme d’Ehrenfest donne une interprétation classique cohé-
rente & partir de la description quantique du systeme étudié ; nous pouvons vérifier cela
dans le cas particulier du corpuscule de masse m dans dans le champ de force dérivant
du potentiel V' (¢). Pour un tel systeme, nous savons que le Q-hamiltonnien H est défini
sur 'espace de Sobolev #%(R) et que pour tout ¢ € #(R)
" ﬁ
m 0q?
En extrapolant les expressions des observables de position et d’'impulsion @ et P obte-
nues en (38) et (42) au § 5.7 pour le corpuscule libre, il vient pour tout Q-état 1) € #?(R) :
b

Qu(q) =qv(q) et Py(q) =T [QF[4]](q) = “tha,

Hy =~ +V(g)¥(q)

Nous affirmons alors que le long d'une Q-trajectoire v = U(t)

(50) < WulQlv) = - (el Plo)

(ce qui est cohérent avec l'interprétation classique de la vitesse et de I'impulsion). Nous
allons vérifier (50), grace au théoreme d’Ehrenfest. Le calcul du crochet de Lie [Q, H]
évalué en un Q-état 1 s’effectue en écrivant d’une part,

2 52
QHY = =505 + IV () (a)
alors que d’autre part,
h? 92
HQu = =5 5z av(@) +aV(a)v(a)
2 2
= —Qh—a— (1/1( )+ a4 ) +qV(a)(q) = ——— (?;5 g—w + gf) +aV(9)¥(q)
de sorte que
HQ--2 . ony

m 0q
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Compte-tenu de 1'expression de 1'observable d’impulsion P, nous obtenons [Q, H] =
—-ih/mP et finalement, par le Théoreme d’Ehrenfest nous retrouvons (50) puisque

p )
i (V| Q[epe) = % (Ve[ @, h]npe) = (T/)t‘ - —P‘iﬁt) (V4| Plapy)

Nous traiterons le cas général du théoreme d’Ehrenfest (i.e. avec des observables dé-
pendant du temps) dans [Olil7] a partir de la correspondance entre crochet de Poisson
d’observables classiques et crochet de Lie d’observables quantiques, telle qu’elle est mise en
oeuvre dans le « principe de correspondance de Schrodinger ».

7. Equation de Schrédinger abstraite : cas du spectre discret

7.1. Soit J# un sous-espace fermé de 1’espace de Hilbert (complexe) L?(R), muni de
la structure d’espace de Hilbert induite (par exemple J# pourra coincider avec I’espace
de Hilbert engendré par une famille orthonormée). Dans la suite (H, Z) désigne un Q-
hamiltonien, i.e. un opérateur autoadjoint densément défini sur .7 : en d’autres termes,
2 est un sous-espace dense de J# et H est une application linéaire fermée de & dans 7
qui est symétrique en ce sens que (H f|g) = ( ), quel que soient f,g € Z (c.f. [Olil6a,
§ 10]). Le « théoreme de Stone » (c.f. [Olil6b, Théoreme 7.20]) donne une solution abstraite
de I'’équation de Schrédinger dans le cas général i.e. sans faire d’hypothese sur la nature
spectrale du Q-hamiltonien (H, Z) (c.f. Théoreme 6.1 supra). Nous allons voir que dans

le cas o1 le Q-Hamiltonien est a spectre discret il est possible de retrouver ce résultat sans
29

I'aide du théoréme de Stone

7.2. Pour aborder la question de l'intégration de I'équation de Schrodinger dans le cas
d’un systeme a spectre discret (comme 1’oscillateur harmonique traité au § 8), nous sup-
posons pour simplifier qu’il existe une suite infinie strictement croissante de valeurs
propres Ey < Ey < --- associées a (H,2), chaque valeurs propres E,, (« niveau d’éner-
gie » du systeme) étant supposée non dégénérée; il existe alors une suite orthonormée
®0, $1, ... de Q-états dans 7 tels que

(5 1) Haop = Enon

Nous nous plagons dans le cas purement discret, ce qui revient a supposer que 7 est le
sous-espace fermé de L?(R) engendré par les ¢, : en d’autres termes 7 est l'espace de
Hilbert pour lequel les Q-états ¢o, ¢1,... forment une base hilbertienne. Par définition,
« I'état stationnaire » associé au niveau d’énergie I, est le Q-état

(52) V(1) = e iy,

L'équation aux valeurs propres en (51) assure que ¥,,(t) est une Q-trajectoire de (H, 2),
i.e. un chemin différentiable de la sphere unité de Z t.q. ihd¥,,/dt = HV,,(t) (= E,V,(t)).
Le terme « stationnaire » est simple a comprendre : sous réserve que g|é,(q)|* soit inté-
grable, « la position moyenne » le long de la Q-trajectoire ¥,,(¢) i.e.

. 2
(0 ]QEn () = [ dtn(t.a)Pda= [ ale® o) da= [ alon(@) dg
est une quantité indépendante du temps.

29. Beaucoup de présentation de la mécanique quantique commence d’ailleurs par cette présentation
élémentaire et trés intuitive.
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7.3. Par linéarité, il est immédiat que les combinaisons linéaires finies d’états station-
naires sont des solutions (non nécessairement stationnaires) de 1’équation de Schrodin-
ger. Afin de trouver des solutions plus générales, il est naturel de considérer des combi-
naisons linéaires infinies d’états stationnaires. Pour cette généralisation, il est cependant
nécessaire de prendre quelques précautions. Commengons d’abord par noter qu’en po-
sant, pour tout ¢ > 0 et tout ¢ € 77,

+0oo

(53) Up = 3 (D) Un(t) = Y (%ln) e i,

n=0

nous définissons un opérateur unitaire de £(.7#°) et que 1’ensemble formé des U; pour
t > 0 est « un semi-groupe d’opérateurs unitaires » (i.e. Uy est 'identité de 7 et Uy, = U Uy,
pour tout ¢,¢’ > 0). Etant donné ¢y un élément de la sphere unité de .#, nous allons nous
intéresser aux conditions assurant que la chemin de Q-états

(54) U(t) = Upho = 3., (toldn) e M,
correspond bien a une Q-trajectoire du systeme quantique de Q-hamiltonien (H, Z).

Proposition 7.1. Pour tout 1pg € F et t.q. |¢o| = 1, U'application t — WV (t) = Uppg définie en
(54) est un chemin continu de la sphére unité de ¢ (i.e. un chemin continu de Q-états).

Preuve. Notons ¢, := (¢g|¢y,) ; si tx — t, alors

55) (1) - W(t) = 3, e (7N i) g,
Ainsi, dans la limite ou1 £ — +0o0, la convergence ponctuelle cpe”tEnte/h _ o o=iEnt/h (pour
n € N) combinée a I'inégalité [e~#Fn (=07 _ 1] < 2 entrainent que
e (600 )| g (O 1) <ol
Par suite, en appliquant le « théoreme de la convergence dominée », il vient
. ~iBnty/h _ _~iEnt/h\|* _
D O
Compte tenu de (55) cette derniere convergence permet de conclure que (dans 7¢)
lim W(t,) = V(t)
k—+o0
d’ott la continuité du chemin ¥(¢) pour ¢ > 0.
O

Cependant, pour identifier les chemins de Q-états W (t) = U)o (avec 19 = ¥(0) € 7
et |[¥o| = 1) en tant que Q-trajectoires, il reste d'une part a déterminer sous quelle(s)
condition(s) ¥(t) € Z pour tout ¢ > 0 et d’autre part, de vérifier que ¢t — W(¢) est bien
un chemin différentiable solution de 1’équation de Schrodinger. Comme déja mentionné,
le « théoreme de Stone » donne directement la réponse a ces questions. Dans le cas du
spectre discret, il est cependant possible de vérifier directement que la seule condition
1o = ¥(0) € Z implique automatiquement que V(t) est une Q-trajectoire.
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7.4. Pour tout Q-état ¢y € 5 (i.e. [1)o| = 1) nous avons vu que t —» ¥ (t) = Us)y (¢ > 0)
définie en (53) est un chemin continue sur la sphere unité de .7 : pour déterminer sous
quelle(s) condition(s) c’est un chemin de la spheére unité de 2, nous utilisons un résultat
général sur les opérateurs a spectre discret (c.f. [Olil6b, Proposition 2.3]) qui, lorsqu’il est
combiné a I’équation aux valeurs propres (51), nous donne la proposition suivante.

Proposition 7.2. Si Ey < E < --- est la suite des valeurs propres (supposées non dégénérées) du
Q-hamiltonien (H, 2), alors

(56) D= {p e A5 Y, |En (l6n)]? < +oo
et pour tout | € 9

Les coefficients de Fourier ¢,, = (¢g|¢,,) associés au Q-état initial 1)y = ¥(0) forment une
suite de nombres complexes de carrés sommables t.q. (normalisation des Q-états) :

(58) S leaff=1

I1 découle directement de (56) que le support du chemin ¥(t) = Utpg défini en (53) ap-
partient a la spheére unité de Z ssi ¢ € %, c’est-a-dire lorsque la normalisation (58) est
doublée par la condition

(59) >on |Encn|? < +o00
La proposition suivante précise la Proposition 7.1.

Proposition 7.3. Pour tout 1y € P et t.q. ||¢o| = 1, Uapplication t — V(t) = Uppg définie en
(54) est un chemin continu de la sphére unité de 9.

7.5. Nous allons maintenant vérifier directement que ¥ (t) = Uyt est bien une Q-trajec-
toire de (H, 2), lorsque le Q-état initial ¢)g = ¥(0) est dans Z. Pour ce faire, nous adaptons
I’argument donnant la continuité de ce chemin lorsque 1y € 77 (c.f. Proposition 7.1 supra)
a partir du lemme suivant (cas spécial de « dérivation sous le signe sommes »).

Lemme 7.4. Soit (¢o, ¢2, ... ) une base hilbertienne de l'espace de Hilbert (séparable) 7 et pour
tout n € N et tout t > 0, soit f,(t) € C tel que t — f,,(t) soit dérivable de dérivée notée f, (t); si
(i) s il existe tg > 0 £.q. 3, | fn(to)|? < +oo et si (i) : il existe g, > O tels que |f!(t)| < gn avec
Y0 92 < 400, alors U(t) := Y, fn(t)n (t > 0) est un chemin dérivable de S tel que

dv

E = En f?fb(t)qﬁn

Preuve. Les fonctions ¢ — f,(t) étant dérivables pour ¢t > 0, d’apres le théoreme des
accroissements finis et 'hypothese de domination (ii), nous avons pour tout ¢,¢' > 0 :

(60) [fn(8) = fu ()] < [t = t'lgn

de sorte que pour tout ¢ > 0, en introduisant ¢ il vient :

60 1P < S0 = Fulto) P+ 51aC0) < 5l tolPgE + S1uCto)
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Or par hypothese ¥, |f.(t0)]> < +o0 et 3, g2 < +oo, de sorte que par (61) nous avons
Yol fn(t)]? < +00 : cela assure que U (t) := 3, fn(t)¢n est un élément bien défini de 77 et
ce, quelque soit ¢ > 0. Maintenant supposons que t;, — t (avec t;, # 0) : alors

W(ty) - ¥(t) fa(tr) = fu(t)

62
(62) te—t tp—t

=2, Gri(t)dn ot Gpp(t):=

Les fonctions ¢t ~ f,,(t) étant dérivables (pour tout n), il vient d"une part que G,, ,(t) -
[ (t), quand k — +oco. Mais d’autre part, partant de 1’expression de G,, j(t) en (62), I'in-
égalité (60) entraine |G, ,(t)| < gn. Avec I'hypothese (ii), le théoreme de la convergence
dominée assure que

(63) Jim 3 [Gos(8) = £ (O] =0

Comme les ¢,, forment une base hilbertienne de .7, en combinant (62) et (63) il vient :
2

= lim ¥, G - fa(0) =0

W(tr) - ‘I’(t)
P = 2on fn()n

k:%+oo
d’ott nous tirons l'identité d¥/dt = ¥, f, (t)¢n (qui a lieu dans .77).
U

7.6. Considérons ¥(t) = Ut)g, ot le Q-état initial vy = 3, ¢, ¢, est dans 2 — c’est-a-dire
que les coefficients de Fourier ¢,, = (1o|¢,,) vérifient les conditions (58) et (59). D’apres la
Propositions 7.3, nous savons que ¥ (¢) est un chemin continu sur la sphére unité de Z;
pour la différentiabilité, nous appliquons directement le Lemme 7.4 en écrivant

(64) W(t) = Uphg = an b OU fu(t) = (U(1)|dn) = cne iEnt/h

et ot la base hilbertienne de /¢ est formée des Q-états propres ¢, ¢1,... de (H,Z) t.q.
H¢,, = Ep¢yp. Les conditions du lemme sont ici trivialement vérifiées et tout spécialement
la condition de domination des dérivées, du fait que

i » 1
52O < 9(0) 1= |5 eaBue 006, | = -1 Be]

Insistons : le fait que ¥, g2 < +oo découle de la condition (59) assurant que 1’état initial
U(0) =g = ¥, cn¢n est dans 2. Finalement, par une application de la dérivation sous le
signe somme, il vient

A / . i
lh% =th Zn fn(t)¢n =1h Zn <_E nfn(t)) On = Zn Enfn(t)¢
soit encore, d’apres 'expression de f,, () en (64),

n S =3, U0 lon)on

La conclusion que thdV /dt = HV(t) vient de la définition de H sur & donnée dans1’équa-
tion (57) de la Proposition 7.2 : cela fait de ¥(t) = Utpg une Q-trajectoire de (H, Z).

Proposition 7.5. Pour tout 1y € P et t.q. |1 = 1, Vapplication t — V(t) = Uppg définie en
(54) est une Q-trajectoire de (H, 7) t.q. ¥(0) = 1.
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8. L'oscillateur harmonique

8.1.  Un des premiers exemple completement résolu dans le cadre de la mécanique on-
dulatoire est exposé dans la deuxieme de communication de Schrodinger dans la suite
des articles fondateurs qu’il publie en 1926 (c.f. [Sch33, p. 49-55]) : Schrodinger I'appelle
« l'oscillateur de Planck ». Ce modele de la mécanique ondulatoire/quantique est mainte-
nant connu sous le nom « "oscillateur harmonique quantique ».

8.2. Considérons un mobile de masse m se déplagant sur la droite réelle R et de po-
sition q(t) : le mobile en question est un « oscillateur harmonique (classique) » de centre 0
(origine des coordonnées de position) lorsque 'accélération ¢(t) est proportionnelle a la
« position » q(t) et dirigée vers 0 : par suite, (principe fondamental de la dynamique de
Newton), g(t) vérifie I'équation de Newton mq(t) = —kq(t) out k est la constante (po-
sitive) caractéristique de 1'oscillateur (homogene a une masse divisée par le carré d'une
durée). La force agissant sur notre mobile dérive du potentiel *’ V' (q) = 1/2kq?, de sorte
que I'équation de Newton s’écrit mq(t) = -VV (q(t)) (ot VV(q) = dV/dq = kq désigne
le gradient de V' en ¢). Par définition, « ["énergie mécanique » E(t) de l'oscillateur harmo-
nique est la somme de « I'énergie cinétique » E.(t) = 1/2mqg*(t) et de « I'énergie potentielle »
E,(t) = V(q(t)) = 1/2kg?(t). Plus précisément, nous avons

Lo (.2 2 2 N k
(65) B(t) = —m(q (1) +wiq (t)) ol w=y/—

2 m
Le parametre w désigne la pulsation (vitesse angulaire) caractéristique de 1’oscillateur :
c’est une quantité homogene a une fréquence : plus précisément w = 27v ot v est la
fréquence propre de l'oscillateur. La pulsation w, nous permet alors d’écrire 1’équation
du mouvement sans référence explicite a la masse de l'oscillateur, i.e.

(66) q(t) = -w"q(t)
Sous cette forme, les conditions initiales (g(0), ¢(0)) nous donnent :
a(t) = q(0) cos(wt) + 4(0) sin(wt) = psin(wt + )
(ot1 p = (q(0)% + 4(0)%)'/2 et ¢ est un angle de déphasage défini modulo 27). Il découle

alors directement de « I'identité trigonométrique de Pythagore » que I'énergie de 'oscillateur
harmonique telle que définie en (65) ne dépend pas de t, puisque

E(t) = %m(m2 cos®(wt + @) +w?sin? (wt + gp)) = %muﬂ

On dit que l'oscillateur harmonique est un systeme conservatif, en ce sens que 'énergie
mécanique est une constante du mouvement. Ce résultat n’est cependant pas une simple
coincidence trigonométrique, mais plutdét un cas particulier du formalisme hamiltonien
(le formalisme hamiltonien est essentiellement une généralisation de ce calcul). Nous
pouvons voir cela en introduisant « I'impulsion »°, i.e. p(t) := mq(t) et le hamiltonien

30. Comme d’habitude, nous notons ici ¢ la variable position.

31. De maniere plus abstraite (c.f. [Oli17]) I'impulsion p est la variable conjuguée de la vitesse ¢, la conju-
gaison ici étant obtenue par « la transformation de Legendre » ; le lagrangien L(q,q) du systéeme étant défini
comme la différence entre 1’énergie cinétique et I'énergie potentielle, il vient

1 a1
L(q,q) = 5mq2 - 5mw2q2
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défini pour (¢,p) € R x R par

2 2 w2a?

(©7) H(q.p) =5 -+ V(@)= 5+ ot
m 2m 2

de sorte que pour tout ¢,

(68) E(t) = H(q(1),p(t))

Maintenant, si nous dérivons (68) par rapport au temps, nous obtenons

d

—H(q(t t

ZH(a(t),p(1))

., OH ., OH . .
q(t)a—q(p(t), a(t)) + p(t)a—p(p(t), a(t)) = a(tymwq(t) +p(t)p(t)/m
soit encore du fait que p(t) = mq(t) et en utilisant I'équation (66)

E(t) = q(t)ymw?q(t) + mg(t)q(t) = ma(t)(wq(t) + 4(t)) = 0

Nous retrouvons ainsi que 1’énergie mécanique est une constante du mouvement.

E(t)

8.3. Le «principe de correspondance » de Schrodinger donne une procédure générale per-
mettant d’obtenir la version quantique des systémes de la mécanique classique. Nous
allons illustrer cette procédure dans le cas de « l'oscillateur harmonique quantique » (0.h.q.)
unidimensionnel (de masse m et de pulsation w). Considérons les Q-états sur la sphere
unité de l'espace de Hilbert 5 = L?(R) ; alors, la position classique g correspond a « ["opé-
rateur position », soit :

f(@) = Qf(q) =qf(q)

I'impulsion classique p correspondant elle a « ['opérateur impulsion » soit
daf

dgq

L'expression classique du hamiltonien H (¢, p) en (67) nous donne la forme du Q-hamiltonien
de I'o.h.q. noté (abusivement) H soit :

f(@) = Pf(q) =ih

1

mw2

69 H=_—P° ?
(69) ol t 5 @
de sorte que pour tout Q-état 1/(q) :
h? d*p mw?®
(70) H¢(Q)-—%d7q+7q ¥(q)

Les opérateurs P, () et H ne sont pas des opérateurs bornés sur 7. C’est le Q-hamiltonien
H qui détermine le domaine des Q-états dans lesquels le systeme peut (théoriquement)
évoluer. Nous avons vu (c.f. [Olil6b]) que la version auto-adjointe de H en (70) est (H, 7 2,
ol #? est I'espace de Sobolev des fonctions de % qui sont deux fois différentiables au
sens faible et de dérivée dans 77 (= L2(R)).

Par sa définition abstraite, nous retrouvons 1’expression de 'impulsion :
oL

= — =MmJg
g

p
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FIGURE 2. Représentation des états propres de I'0.h.q.

2

1/2
o) =(Smpm) (%) 0@

pour n =0,2,4 et 50 avec mw/h =1 (voir aussi [Sch33, Fig. 2 p. 66]).

Théoreme 8.1. (i) : Les niveaux d’énergie accessibles a I'0.h.q. de masse-pulsation (m,w), c’est-
a-dire les E € R pour lesquels il existe un Q-état + dans s t.q. Hy = Ex (on dit que 1) est un
Q-état propre de H), forment une suite strictement croissante 0 < Eg < Ey < --- avec

(71) E, = hw (n + %)

(i) : Chaque niveau d’énergie E,, est non-dégénéré (i.e. I'espace propre associé a E,, est de dimen-
sion 1) et associé a des Q-états propres proportionnels au Q-état

2
(72) an(Q) =\/ mexp(_mghw)cn (q %)

oil nous avons introduit « le n-eme polynome d"Hermite (physique) » > (c.f. [Oli16a, § 7.3])
n —.'L'2 d " —172
73) Cuw) = (-1 () ()
(11) : Les états stationnaires d’énergie E,, sont proportionnels a la fonction d’onde
1 mwqg® . 1 mw
n6Q) =N\ 5o = - - —|t]Cy —
Yn(t:q) an!ﬁexp( oh “"(mz) ) (q h )

Le reste de la section est dédié a la démonstration de ce théoreme. L'inégalité de Heisen-
berg, nous permet d’établir le résultat important suivant.

Lemme 8.2. Si E est un niveau d’énergie de '0.h.q. de masse-pulsation (m,w), alors E > hw/2.

Preuve. Nous nous plagons le long de la Q-trajectoire stationnaire 1); := e g o ¢ et
un Q-état propre associé au niveau d’énergie E. Quitte a effectuer une translation spatiale
adéquate (i.e. remplacer ¢(q) par ¢(q—a) pour a = [ q|¢(q)|*dg), nous pouvons supposer

32. Ne pouvant utiliser la lettre H pour désigner les polynémes d’'Hermite, nous avons utilisé la lettre
C' en référence au prénom du grand mathématicien. Dans [Sch33, eq. (27) p. 50], Schrédinger considere
les polynoémes d’'Hermite tels que définis en (73), i.e. les polynomes d"Hermite physiques et fait référence a
[CH24,V §9 p. 261 eq. 43 & 11§ 10, 4, p. 76] pour les propriétés mathématiques correspondantes.
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que (¥4|Q[¢¢) = 0. D’apres le théoreme d’Ehrenfest (c.f. Théoreme 6.4) nous avons aussi

(¥ Plype) = 0 : ainsi, (¢t|Q2|¢t> =7 (Q) et <¢t|P2|¢t) = 7 (P) et donc
E = ({u[HJyr) = wuﬂwt) +— (wt\Q%) - —at {(P)+——0/(Q)

L'inégalité de Heisenberg (c.f. Theoreme 5.4) assurant que o(Q )ot(P) > h/2 il vient
o1(P) > h/(204(Q)) de sorte que **

hw (1 A 1 mw hw 1
B2 (1o iy Q) 2 gy @) 2

g

8.4. 1l est utile de rendre I'équation de Schrodinger adimensionnelle : partant du fait
que le quantum d’énergie associé a la pulsation w vaut Aw, l'idée est d’effectuer un chan-
gement de la variable spatiale afin de factoriser hw dans 1’expression du Q-hamiltonien H
tel que défini en (69). Si nous posons z = ag avec

mw
a = e

h

alors, pour toute fonction 1 (z) de J#2 :
2

H 100 =~ 8 )+ o) - o (3

Cela nous mene a la proposition suivante.

3o o)+ (0 0ta)

Proposition 8.3. Si nous définissons (dans la variable x = aq) les observables de position et
d’impulsion soient respectivement

(74) X:yp-ap(x) et Y:(z)- —ij—w

X
ainsi que le hamiltonien adimensionnel
(75) ge=lix2ilye

2 2
alors nous avons I'équivalence
~ E

(76) Hy(aq) = E(aq) <= Hy(z) = .= (x)

Si E est un niveau d’énergie, alors ¢ = E//(hw) est une quantité sans dimension appelée
« niveau normalisé » : grace a (76) nous sommes amenés a résoudre 1’équation aux valeurs
propres de « I'"équation de Schrodinger adimensionnelle », c’est-a-dire a chercher les niveaux
normalisés ¢ et les Q-états propres 1 € 7 t.q.

(77) Hy =&

Nous allons suivre la méthode utilisée par Dirac en introduisant les « opérateurs création
et annihilaton ». Cela consiste a remarquer que dans « ['algebre non commutative » des en-
domorphismes densément définis sur ., nous avons (sur /) :

(X —iY) (X +iY) = X2 +iXY -iY X + Y2 = X2+ Y2 +i[X,Y]

33. On vérifie aisément que 1/(2u)? + u” > 1, pour tout u.
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Or, pour toute fonction f € 5 2 nous avons
L df . d .
XY f(z) -YX[f(z) =—iz— +i—(af(x)) =if ()
dx dx

En d’autres termes, [X,Y] = il (o1 I est I'identité de /) et par suite le hamiltonien
adimensionnel introduit en (75) s’écrit :

(78) H=A"A+1)2
ol les « opérateurs création et annihilation » sont définis en posant respectivement :
X o Xy
V2 V2

Les opérateurs (X, #?) et (Y, /?) étant autoadjoints, l'opérateur création (A", 7#?) est
l'adjoint de I'opérateur annihilation (A, 7#?). Remarquons aussi que A n’est pas normal :
en effet, en utilisant de nouveau l'identité [ X, Y] = ¢/, il vient :

[A,A'] = %[X +4Y, X —iY] = %([X, ~iV]+ [iY, X]) = —%([X,Y] +[XY]) =1
(et il n’existe donc pas de base hilbertienne de Q-états propres communes a A et A").
Cependant, de cette derniere identité nous tirons que
(79) H=A"A+I/]2=AA"-1/)2
Il vient alors d'une part :
(80) [H,A]=[AAT - 1/2,A] = [AA" A] = AATA - AAAT = A[AT A]=-A4
et de méme :
(81) [H,AT] = A"

Les relations (80) et (81) peuvent étre utilisées pour déterminer les niveaux normalisés de
'0.h.q. de masse-pulsation (m,w).

Proposition 8.4. Si ¢ est une valeur propre du hamiltonien adimensionnel H et si ¢ est un Q-état
propre associé a € —i.e. Hp = 1/2(X2% +Y?)¢ = £6 —alors

(i) : £€>1/2 (i) : HAp=(6-1)A¢  (iii) : HA'¢=(£+1)Ad
(Ces relations justifient le nom attribué aux opérateurs A et A*.)

Preuve. Supposons que ¢ soit une valeur propre du hamiltonien adimensionnel H. Le
fait que £ > 1/2 est une simple transcription du Lemme 8.2 pour I'équation de Schrodinger
adimensionnelle. Maintenant si nous considérons que ¢ un Q-état propre associé a £, alors
d’une part nous pouvons utiliser (80) pour écrire

HA¢=(AH-A)p=AHp- Ap=(£-1)Ad

et de méme avec (81) nous obtenons : HA$ = (¢ +1)AT¢.

De la Proposition 8.4, nous déduisons une remarque simple mais essentielle.
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Proposition 8.5. Soient 1/2 < € < 3/2 et ¢ un Q-état de 52, alors
(i) + Hp=¢p = Ap=0
1

(i) = Hp=£p = &=7

) 1 2
(iii) : Ap=0 —> 30 eR, ¢=e"]0) avec |0) := %CXP(_CIQ)
Preuve. (i) : Soit ¢ un Q-état t.q. Ho = £ pour 1/2 < ¢ < 3/2. Alors d’apres la partie
(ii) de la Proposition 8.4 nous avons HA¢ = (£ - 1)¢ : mais comme £ - 1 < 1/2 et que les
valeurs propres de H sont toutes minorées par 1/2 (c.f. partie (i) de la Proposition 8.4), il
est nécessaire Ap =0 .
(ii) : Si A¢ = 0, alors nous pouvons utiliser la forme réduite du hamiltonien H don-
née en (79), de sorte que 0 = ATA¢ = (I:[ - I/2)¢ ie. Hp=1/2¢.
(iii) : Soit f € /2 dans le noyau de A ; cela signifie que df /dg+qf(q) = 0 et par suite :

diq(exp(QQ/Q)f(Q)) = exp(q°/2) (Z—'}; + qf(Q)) =0

Formellement, nous obtenons f(q) = f(0) exp (—q2 / 2) : le fait que la fonction exp (—q2 / 2)
soit dans % assure qu’elle engendre le noyau de A. La conclusion vient en notant
exp (—¢?/2) peut étre normalisée en un Q-état i.e. [0) = 1/ /7 exp (—¢*/2).

O

Des Propositions 8.4 & 8.5 nous déduisons que ** :

Corollaire 8.6. (i) : La valeur propre minimale (fondamentale) du hamiltonien adimensionnel
H est € = 1/2 et cette valeur propre est non dégénérée et associée au Q-état (de )

(82) 0) = = exp (~4*12)

(i) : Les valeurs propres de H forment une suite croissante 1/2 = £y < & < -+ avec

(83) En=n+1/2

(4i1) : Chaque valeur propre &, est non dégénérée et associée au Q-état propre
1

84 n)=—=A"0

(84) In) = 7=A710)

oit |0) est le Q-état défini dans I'équation (82) de la Proposition 8.5.

Preuve. (i) : Nous savons d’apres la Proposition 8.4 que les valeurs propres du hamilto-
nien adimensionnel sont toutes minorées par 1/2 : or il découle de la Proposition 8.5 que
&o = 1/2 est effectivement une valeur propre ; de plus la Proposition 8.5 entraine aussi que
& est non dégénérée et de Q-état propre |0) de H, car le noyau de A est de dimension 1
et engendré par Q-état |0).

(ii) : Pour n > 1 entier supposons que n+1/2 < £ < n+3/2 soit une valeur propre de H
et que ¢,, soit un Q-état propre associé; alors, d’apres la partie (iii) de la Proposition 8.4
(propriété de I’annihilateur), nous avons H A¢,, = (£ —1)A¢, :or A*A = H - I/2 et donc:

(A¢n|A¢n) = <¢n|A+A|¢n> = (¢n|H - 1/2I|¢n> = §<¢n|¢n) - 1/2 <¢n|¢)n> =& - 1/2

34. Voir aussi [Bas71, Ex. N° 2 p. 319].
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Comme nous avons supposé que £ > 1/2, cela signifie en particulier que A¢,, est non nul :
par suite, £ — 1 est une valeur propre de H dans [n - 1/2;n + 1/2[ et pour laquelle

1
(85 n-1) = ———=A|¢n
) 1) = —=sl61)
est un Q-état propre. Par une récurrence descendante (finie) chacundes { -k (k=1,...,n)

est une valeur propre de H. Pour k = n nous savons donc que ¢ - n est une valeur propre
t.q. 1/2 < € —n < 3/2, de sorte que par la partie (ii7) de la Proposition 8.5, il est néces-
saire que & —n = 1/2 : en conclusion, &, = n + 1/2 est I'unique valeur propre de A dans
lI'intervalle [n + 1/2;n + 3/2[, ce qui conclut la preuve de (ii).

(i17) : Nous pouvons déterminer un Q-état propre pour chacune des valeurs propres
&n =n+1/2, enl’exprimant a partir du Q-état |0) associé a la valeur propre fondamentale
& = 1/2 (cf. Proposition 8.5). Le cas n = 0 est trivial par définition du Q-état |0); soit
alors n un entier strictement positif et soit ¢ est un Q-état propre de la valeur propre
&n-1 =n—1/2. Alors d’apres la partie (iii) de la Proposition 8.4 (propriété de ’opérateur
création), nous savons que HA Y = (61 + 1D)AT9=€6,AT¢ :or

(AT¢|ATe) = (¢|AATI0) = (o|H +1/21|¢)
(¢lHop+¢/2) = (8](n—1/2)¢ + ¢/2) = n (¢l¢) =n

Par suite AT¢ est un élément non nul de ##? qui se normalise en un Q-état propre, soit
1//nAt¢, associé a la valeur propre &,. Comme par définition le Q-état |0) engendre

le sous-espace propre de la valeur propre fondamentale (non dégénérée) &, = 1/2, une
récurrence immédiate sur l’entier n > 0 montre que

) A™"0)

1
" Val
est bien un Q-état propre de &,.

Nous voulons maintenant montrer que chacune des valeurs propres de H est non
dégénérée. Comme nous savons déja que la valeur propre fondamentale {, = 1/2 est non
dégénérée, nous considérons (pour une récurrence) que n > 0 est un entier pour lequel
la valeur propre &, est non dégénérée : dans ce cas, nous savons que le Q-état |n) défini
dans la partie (ii), engendre le sous-espace de &,. Maintenant, si ¢ est un Q-état propre
de &,+1, alors d’apres (85) (appliqué avec § = &,41 = n + 3/2) le Q-état 1/ Vn+1A¢ est un
Q-état propre de &, (= £p41 — 1) : par suite, il existe § € R t.q.

1
Vn+l

(86) Ag = e |n)

Pour conclure, notons que
AtAp=(H-1/2)¢ = (n+1+%)¢—%¢: (n+1)¢

de sorte qu’avec (86), nous pouvons écrire

b= 1 At Ag = €1 n+1A+( 1 A’m|0>):€i9( 1 A+(n+1)|0>)
n+1 ]

n+1 Vn! V(n+1)!

soit encore ¢ = ¢ |n + 1).



B.LA.A. (2016) no 105 Mécanique quantique III : de de Broglie & Schrédinger 205

Avant de prouver le Théoreme 8.1 rappelons (c.f. [Olil6a, § 7.3]) que « les polynomes d’Her-
mite physiques » Cy,(z) sont définis pour tout entier n > 0 par l'identité
2 d" 2
Cp(x) = (-1)"e" — (e
(2) 1= (-1)"e” 2 ()

Lemme 8.7. (P,) : Cp(z) = 12 (33 - di) (6—r2/2)'
x

Preuve. La propriété (Py) étant vraie, nous pouvons considérer un entier n > 0 t.q (Py,)
soit vraie ; alors, nous pouvons écrire que
(:L‘ - i)nﬂ (e_x2/2) = (az - i) (e_mQ/QC' (x))
dx dx "
d 279 d" 2
) - x?f2 & -z )
(-1 (x d:z)(e d:c”(e )

e e R T R == )

dz™ dz™

n+l _x2/2 dn+1 —z2
(-1 tem P ()

n+1
e—$2/2((_1)n+16z2 d (6_1’2))

dl’TH—I

ce qui (apres une petite transformation) démontre que (P,.1) est vraie.

Preuve du Théoréme 8.1. En explicitant I'opérateur At, nous avons

) () = <= A0 ) =~ (0 ) 00 @) = o (0= ) ( ;7?/)

soit encore d’apres le Lemme 8.7
1

n)(z) =

) () =\ g
Maintenant nous pouvons exprimer la solutions élémentaire de I’équation de Schrodin-
ger de l'oscillateur harmonique quantique au niveau d’énergie E,, := hw(n + 1/2), soit :

2
_ iBat/h mw\ [ 1 _mwgT 1 mw
¢n(ta Q) =€ |n> (q A ) = 2"n!ﬁ exp( oh w (TL + 5 t|C, q A

g

e_x2/2C'n(ac),
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9. Postscriptum : Textes choisis

M. Planck (1882)
(Cité par ]. L. Heilbron in [Hei88])

«En dépit des grands succes remportés par la théorie
atomique jusqu’a présent, il faudra en dernier ressort
I’abandonner au profit de I'hypothése d’une matiere
continue. »

M. Planck (citations)

« Une nouvelle vérité scientifique ne s'impose pas
par la conversion de ses adversaires, mais plutot
parce que la disparition naturelle de ces mémes ad-
versaires fait place a une nouvelle génération de
scientifiques familiarisée avec cette vérité des le dé-

part. »

« La science ne peut pas résoudre le mystere ul-
time de la nature et cela, parce qu’en derniere ana-
lyse, nous faisons nous-mémes partie du mystere
que nous essayons de résoudre. »

A. Einstein in [Ein05]

«L’énergie, durant la propagation d'un rayon de lu-
miere, n’est pas distribuée de fagon continue sur les
espaces en constante augmentation, mais se com-
pose d'un nombre fini de quanta d’énergie locali-
sée en des points de l'espace, se déplacant sans se
diviser et étant capable d’étre absorbés ou générés
comme des entités. [...] Selon le point de vue d’apres
lequel la lumiere incidente est composée de quanta
d’énergie [...], la production de rayons cathodiques
par la lumiére peut étre comprise de la maniere sui-
vante : la couche de surface du corps est pénétrée
par des quanta d’énergie dont I"énergie est partiel-
lement convertie en énergie cinétique des électrons.
La conception la plus simple est qu'un quantum de
lumiére transféere toute son énergie a un électron
unique [...] »

L. de Broglie (1994) in [dBL25]

« La relation du quantum n’aurait sans doute pas
beaucoup de sens si I'énergie pouvait étre distribuée
d’une fagon continue dans l’espace, mais nous ve-
nons de voir qu’il n’en est sans doute pas ainsi. On
peut donc concevoir que par suite d'une grande loi
de la Nature, a chaque morceau d’énergie de masse
propre my, soit lié un phénomene périodique de fré-
quence vy telle que 'on ait :

2
hvg = moc

Vg étant mesurée, bien entendu, dans le systéme lié
au. morceau d’énergie. Cette hypothese est la base
de notre systéme : elle vaut, comme toutes les hypo-
theses, ce que valent les conséquences qu’on en peut
déduire. Devons-nous supposer le phénomene pé-
riodique localisé a l'intérieur du morceau d’éner-
gie ? Cela n’est nullement nécessaire et il [...] est sans

doute répandu dans une portion étendue de 'espace.
Drailleurs que faudrait-il entendre par intérieur d'un
morceau d’énergie ? L’électron est pour nous le type
du morceau isolé celui que nous croyons, peut-étre
a tort, le mieux connaitre ; or d’apres les conceptions
recues, I'énergie de 1’électron est répandue dans tout
I'espace avec une tres forte condensation dans une
région de tres petites dimensions dont les propriétés
nous sont d’ailleurs fort mal connues. Ce qui carac-
térise I'électron comme atome d’énergie, ce n’est pas
la petite place qu’il occupe dans l’espace, je répete
qu’il 'occupe tout entier, c’est le fait qu'il est insé-
cable, non sudivisible, qu’il forme une unité. »

E. Schrodinger (1926) in the abstract of [Sch26]

« The paper gives an account of the author’s work
on a new form of quantum theory. § 1. The Hamilto-
nian analogy between mechanics and optics. § 2. The
analogy is to be extended to include real "physical”
or "undulatory" mechanics instead of mere geometri-
cal mechanics. § 3. The significance of wave-length ;
macro-mechanical and micro-mechanical problems.
§ 4. The wave-equation and its application to the hy-
drogen atom. § 5. The intrinsic reason for the appea-
rance of discrete characteristic frequencies. § 6. Other
problems ; intensity of emitted light. § 7. The wave-
equation derived from a Hamiltonian variation-
principle ; generalization to an arbitrary conservative
system. § 8. The wave-function physically means and
determines a continuous distribution of electricity in
space, the fluctuations of which determine the radia-
tion by the laws of ordinary electrodynamics. § 9.
Non-conservative systems. Theory of dispersion and
scattering and of the "transitions" between the "sta-
tionary states." § 10. The question of relativity and
the action of a magnetic field. Incompleteness of that
part of the theory. »

G. Lochak (1994) in [Loc94, p. 125-126]
(Eleve et biographe de de Broglie)

«Schrodinger devait accomplir deux progrés essen-
tiels par rapport a de Broglie. Celui-ci restait encore
trop pres de la mécanique classique et de l'optique.
11 était trop preés de la mécanique classique parce
qu’il faisait se propager 1'onde le long de la trajec-
toire de la particule, donc le long du rayon de 'onde
qu'il considérait comme donné a priori, se restrei-
gnant ainsi a ce qu’on appelle I'approximation de I'op-
tique géométrique. En outre, pénétré de sa géniale ana-
logie entre la mécanique et l'optique, il restait égale-
ment trop preés de 1'optique et identifiat un peu trop
l'onde qu’il avait découverte a une onde lumineuse,
ce qui I'empécha de trouver I'équation d’ondes de la
mécanique ondulatoire [...] Au contraire, Schrodin-
ger, venant en second et se tenant, pour cela, un peu
plus loin de la sources, accorda a I'onde de matiere
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son indépendance, tant par rapport a 'optique que
par rapport a la mécanique. C’est ainsi qu’il décou-
vrit la fameuse équation de Schrodinger. »

B. Bensaude-Vincent (1985) in [BV85]

«[...] Schrodinger définit en 1926, la fameuse équa-
tion et poursuit, a travers une série d’articles publiés
aux Annalen der Physik, 1’élaboration de la méca-
nique ondulatoire. Son approche est tout a fait diffé-
rente de celle de Heisenberg et pourtant, avant méme
d’avoir achevé sa construction, Schrodinger établit
I’équivalence formelle entre les deux mécaniques.

Equivalence ne signifie pas réconciliation. Les
deux formalismes rivalisent en 1926. Dans l’en-
semble c’est Schrodinger qui emporte la préférence.
Son formalisme parait plus intuitif, plus familier,
moins déroutant. A I'été de 1926, Schrodinger, invité
par Sommerfeld a donner un séminaire a Munich,
rallie toute 1’assistance en dépit des objections que
lui adresse Heisenberg. W. Wien, alors directeur de
I'Institut de Munich, aurait méme déclaré que Schro-
dinger venait de démontrer 1’absurdité de I'idée de
"sauts quantiques” et que tous les problémes en sus-
pens allaient bient6t se résoudre dans la mécanique
ondulatoire.

Heisenberg, désappointé, consulte Bohr qui aus-
sitot demande a Schrodinger de venir a Copen-
hague. Une semaine de discussions en septembre
1926, mais aucune réconciliation. Cet échec incite
Bohr et Heisenberg a travailler sur les relations entre
la mécanique quantique telle qu’ils la congoivent et
les données expérimentales. En février 1927, Hei-
senberg s’attaque a un probléme en apparence tres
simple : décrire la trajectoire d’un électron dans une
chambre de Wilson. De cette réflexion sortiront peu
de mois apres les fameuses relations d’indétermi-
nation, Ap - Ag ~ h. Sans retracer ici toute la dé-
marche de Heisenberg, nous mentionnerons seule-
ment un point important pour 1'étude de la complé-
mentarité : 'insistance d’Heisenberg sur l'influence
d’Einstein. Quand il reconstruit sa démarche, Hei-
senberg préte a Einstein un role décisif. La "clé du
probléme”, en 1925, lui aurait été livrée par le souve-
nir d’une phrase d’Einstein lors d"une conversation :
"C’est toujours la théorie qui décide de ce qui peut
étre observé". »

M. Born (1926)
(Citation tirée du blog D’ Alain Bouquet - CNRS)

«On n’obtient pas dans la théorie quantique de ré-
ponse a la question : Quel est I'état apres la collision ?
mais seulement une réponse a la question : Quelle est
la probabilité d'un résultat donné apres la collision ? [...]
Du point de vue de notre mécanique quantique, il
n'y a aucune quantité (Grosze) qui détermine causa-
lement I’effet de la collision pour un événement indi-
viduel. Devons-nous espérer découvrir plus tard une
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telle propriété [...] et la déterminer dans les événe-
ments individuels ? [...] Pour ma part, je suis incliné a
renoncer au déterminisme dans le monde atomique,
mais ceci est une question philosophique a laquelle
les arguments physiques seuls n’apportent pas de ré-
ponse. »

A. Einstein (lettre a M. Born : 12 décembre 1926)

« La mécanique quantique force le respect. Mais
une voix intérieure me dit que nous sommes loin
du compte. La théorie nous apporte beaucoup de
choses, mais elle ne nous rapproche guére des secrets
du Vieux. De toute fagon, je suis convaincu que Lui,
au moins, ne joue pas aux des!»

N. Bohr (Conférence de Come 1927)
(citation tirée de [BV85, p. 238])

« D’apres l'essence de la théorie des quanta, nous
devons nous contenter de considérer la représenta-
tion dans l'espace-temps et le principe de causalité,
dont la combinaison est caractéristique des théories
classiques, comme des traits complémentaires mais
s’excluant mutuellement, de la description de I'ex-
périence, qui symbolise I'idéalisation des possibilités
d’observation et de définition. [...]

En réalité, il ne s’agit pas ici de conceptions contra-
dictoires de phénomenes, mais de conceptions com-
plémentaires, qui ne fournissent que par leur combi-
naison une généralisation naturelle du mode de des-
cription classique. »

W. Heisenberg (1958) in [Hei71, p. 34]

«Supposons que nous nous intéressions au mouve-
ment d'un électron dans une chambre de Wilson et
quel’on puisse, par une observation d"un genre quel-
conque, déterminer la position et la vitesse initiale de
cet électron. Or cette détermination ne sera pas pré-
cise; elle comportera au minimum les imprécisions
provenant des relations d’incertitudes et comportera
probablement des erreurs plus fortes, vu les difficul-
tés de I'expérience. La premiére de ces imprécisions
nous permet de traduire le résultat de notre obser-
vation dans le schéma mathématique de la théorie
quantique. On écrit une fonction de probabilité qui
représente la situation expérimentale au moment de
la mesure et qui comprend les erreurs de mesure pos-
sibles. [...] La fonction de probabilité représente notre
connaissance du fait, dans la mesure oli un autre ob-
servateur pourrait connaitre la position de 1’électron
avec davantage de précision. »

W. Heisenberg (1958) in [Hei71, p. 183]

«1I est bien connu que la «réduction du paquet
d’onde » apparait toujours dans l'interprétation de
Copenhague au moment ot 'on passe du possible
au réel. La fonction de probabilité, laquelle couvrait
une vaste gamme de possibilités, se réduit soudain
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a une gamme bien plus étroite par le fait que I'ex-
périence a conduit a un résultat spécifique et qu'un
certain phénomene s’est effectivement produit. Dans
le formalisme, cette réduction demande que ce qu’on
appelle l'interférence des probabilités, phénomene
le plus caractéristique de la théorie quantique, soit
détruite par les interactions (partiellement indéfinis-
sables et irréversibles) du systéme avec 1’appareil de
mesure et le reste du Monde. »

W. Heisenberg (1958) in [Hei71, p. 185]

« Parmi les autres adversaires de ce qu’on peut ap-
peler parfois l'interprétation « orthodoxe », Schro-
dinger a adopté une position spéciale : il attribue-
rait la « réalité objective » non aux particules, mais
aux ondes et il n’est pas prét a interpréter les ondes
comme n’étant « que des ondes de probabilité ».
Dans son article intitulé « Existe-t-il des sauts quan-
tiques ? », il tente de nier completement l’existence
de ces sauts (on pourrait mettre en doute le carac-
tere approprié du termes « sauts quantiques » a cet
endroit et le replacer par le terme moins provoca-
teur de « discontinuité »). Or le travail de Schro-
dinger contient tout d’abord certaines erreurs sur
I'interprétation usuelle. Il néglige le fait que seules
les ondes dans l'espace de configuration (ou « ma-
trices de transformation ») sont des ondes de proba-
bilité dans l'interprétation habituelle, alors que les
ondes corpusculaires a trois dimensions, ou ondes
de rayonnement, ne le sont pas. Ces dernieres pos-
sedent tout autant ou tout aussi peut de «réa-
lité » que les particules; elles n’ont aucun lien direct
avec les ondes de probabilité, mais ont une densité
d’énergie et un quantité de mouvement continue,
comme le champ électromagnétique dans la théo-
rie de Maxwell. Schrodinger souligne donc avec rai-
son que, sur ce point, les processus ne peuvent étre
congus comme étant plus continues qu’ils ne le sont
en général. Mais cette interprétation ne peut élimi-
ner 1’élément de discontinuité qu’on trouve partout
en physique atomique; tout écran de scintillations
ou tout compteur Geiger démontre cela immédiate-
ment. Dans l'interprétation usuelle de la mécanique
quantique, cet élément est contenu dans la transition
du possible au réel. Schrodinger ne fait lui méme au-
cune contreproposition pour dire comment il a I'in-
tention d’introduire 1’élément de discontinuité — ob-
servable partout — et cela d’une maniére qui differe
de l'interprétation habituelle. »

A. Einstein (Lettre a Schrodinger — 1950)
(citation tirée de [Ein89, p. 251])

«La plupart des physiciens ne voient pas qu’ils sont
en train de jouer de fagon dangereuse avec la réalité
- la réalité vue comme quelque chose d’indépendant
de toute observation. Ils croient, de fagon arbitraire,
que la théorie quantique fournit une explication de
la réalité, et méme une description complete [...] 1l

Eric OLIVIER

est assez pénible de constater que nous ne sommes
encore dans les langes. »

A. Einstein in [Ein34]

«Je crois toujours dans la possibilité d'un modele
de la réalité en une théorie qui représente les choses
elles-mémes et non la probabilité de leur avéne-
ment. »

E. Borel (1943) in [Bor43, p. 207 - 208]

«En fait il semble bien que, pour la plupart des sa-
vants du XIX® siecle, I’onde lumineuse était réelle-
ment I'image d’une sinusoide plutét que la vibra-
tion d'un milieu hypothétique et doué de proprié-
tés invraisemblables. Les mathématiciens ont, depuis
longtemps, I’habitude de raisonner sur des étre géo-
métriques imaginaires [...], sans que ’absence de réa-
lité les géne le moins du monde et les empéche d’ob-
tenir des résultats absolument réels et vérifiables. Il
faut souhaiter que le développement des nouvelles
théorie permette de les traduire un jour en langage
dépouillé de tout appareil mathématique, langage
dont les termes seraient liés entre eux par des rela-
tions simples et en apparence intuitives, comme c’est
le cas des droites, plan et autre figures géométriques
imaginaires.

Ce que l'on peut retenir d’essentiel, c’est que, dans
ce langage nouveau, la notion de probabilité jouera
un r6le fondamental et prendra la place qu’occupe
dans la mécanique classique le déterminisme qui ré-
sulte de I’existence de solutions uniques a certaines
équations différentielles, lorsque 1'on donne, sous
une forme convenable, les conditions initiales. »

R. Feynman (1963) in [Fey14]

«Dans quelques cas particuliers, I'amplitude peut
varier de maniére sinusoidale dans 1’espace et dans
le temps comme e"“*~*¥") o1 7 est le vecteur position
pris depuis une certaine origine. [...] Une telle am-
plitude varie suivant une fréquence définie w et un
nombre d’onde k. Il se trouve alors que cela corres-
pond a la situation classique limite ot nous croirions
avoir affaire a une particule dont 1’énergie E serait
connue et serait reliée a la fréquence par F = hw et
dont la quantité de mouvement p serait aussi connue
et serait reliée au nombre d’onde par p = 2. [...] Cela
signifie que 1'idée de particule est limitée. L'idée de
particule — avec une position, une impulsion, etc. —
que nous utilisons si souvent est d'un certain point
de vue peu satisfaisante. Par exemple, si 'amplitude
pour trouver une particule a différentes places est
donnée par @tk dont le carré du module est
constant, cela veut dire que la probabilité de trou-
ver la particule est la méme partout. Cela signifie que
nous ne savons pas oil elle est — elle peut-étre n'im-
porte ot1 — il y a une grande incertitude sur sa posi-
tion. »
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R. Feynman (citations) «Si vous croyez comprendre la mécanique quan-

s tique, c’est que vous ne la comprenez pas. »
«La nature ne nous autorise a calculer que des pro- que ! P P

babilités. Mais la science na pas pour autant trouvé
ses limites. »
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