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EDITORIAL

Motion adoptée le 20 janvier 2010

La section 27 (Informatique) du CNU

Les membres de la section 27, réuni le 20 Janvier 2010 pendant la session de
qualification maitres de conférences, rappellent que les points soulevés dans la lettre
ouverte a Mme le Ministre adoptée le 13 Mai 2009, sont toujours d'actualité.
lls refusent toujours de participer a une éventuelle session d’évaluation durant le
mandat actuel 2008-2011.

Unanimité moins une abstention.

Lettre ouverte 3 Mme le Ministre du 13 Mai 2009
Madame La Ministre,

Vous avez indiqué, lors du CTPU du 24 mars, que la période transitoire pour la mise en place
du décret medifiant le fonctionnement, la composition et les missions du CNU se déroulerait
en deux phases : une partie au renouvellement de mandature (mode de scrutin, suppléants, ..)
et une autre, celle concernant |"évaluation des enseignants-chercheurs, dés la publication du
décret.

Vous devez savoir, Madame La Ministre, que les membres actuels des sections du CNU n'ont
€té ni élus ni nommés pour cette mission. Vous avez ainsi décidé de modifier les mandats des
représentants des disciplines universitaires dans cette instance reconnue par tous nos
collégues sans pour autant donner les moyens de cette modification profonde et lourde de
conséquences, impossible & mettre en ceuvre sans surcharger |'ensemble des membres de
notre section.

Nous ne réfutons pas la nécessaire évaluation de nos activités, mais nous trouvons les
objectifs de cette évaluation tellement flous que nous ne pouvons I'accepter en|'état.

Nous refusons le calendrier que vous proposez, alors que le décret CNU prévoit Iui méme
pour |'ensemble de nos tdches des suppléants destinés a soulager la charge administrative
que nous assumons pour chacun d'entre nous sans réelle contre partie.

Aussi nous tenons a vous informer par ce courrier que si les objectifs de I'évaluation ne sont
pas clairement précisés et si les moyens humains et matériels nécessaires pour pouvoir
effectuer ces évaluations ne sont pas donnés, nous serons dans limpossibilité de mener &
bien notre tdche d'évaluation et de siéger pour la session d'évaluation.

Veuillez recevoir, Madame la Ministre, nos respectueuses salutations.
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Chapitre 3

Bonnes propriétés et invariants d’un réseau de Petri

Robert Valette

LAAS-CNRS Toulouse,

version de juillet 2007

Pré-requis / Contenu : Ce chapitre définit ce que ’on
appelle les “bonnes propriétés” d’un réseau de Petri
(k-borné, vivant et réinitialisable). Il présente également
ce que sont les invariants. Les invariants sont associés

a des sous réseaux de Petri ayant des propriétés parti-

culieres. Bonnes propriétés et invariants sont a la base des
mécanismes de vérification et de preuve de modeles de
systémes représentés par réseaux de Petri. La vérification
et la preuve de propriétés font 1’objet du chapitre suivant,
en supposant que les propriétés définies ici sont connues.
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1 Introduction

L’intérét des réseaux de Petri est de pouvoir construire une vision abstraite d’un systéme com-
plexe (un modele de type systemes a événements discrets) afin de pouvoir analyser son compor-
tement de facon prévisonnelle. Cette analyse peut se faire en réalisant des simulations, mais 1’ap-
port principal des réseaux de Petri est qu’il est possible de prouver formellement, ou de vérifier
formellement, certaines propriétés de son comportement.

Pour pouvoir prouver ou vérifier il faut se baser sur des propriétés que peuvent avoir ou pas
un réseau de Petri. De facon classique ces propriétés sont présentées en deux groupes.

Le premier groupe concerne des propriétés qui dépendent non seulement de la structure du
réseau de Petri, mais aussi de son marquage initial. Cela veut dire que si I’on considére un réseau
de Petri avec un marquage initial qui vérifie I’'une ces propriétés, le fait d’ajouter ou d’enlever un
jeton du marquage initial peut trés bien faire que la propriété cesse d’étre vérifiée. Une autre ca-
ractéristique de ce groupe est que ces propriétés sont globales et doivent, en général, €tre vérifiées
pour que le systeme modélisé par le réseau de Petri puisse étre implémenté sans probleme. C’est
pourquoi on les appelle les “bonnes” propriétés.

Le second groupe concerne la possibilité de décomposer un réseau de Petri en sous-réseaux
de Petri particuliers. Ces sous réseaux peuvent ensuite étre utilisés pour exprimer des propriétés
spécifiques concernant soit les marquages accessibles soit les scénarios de comportement. Il s’ agit
alors de vérifier ou de prouver des propriétés spécifiques pour le modele. La décomposition en
sous-réseaux de Petri ne dépend que de la structure, par contre le marquage initial est ensuite
nécessaire pour exprimer la propriété spécifique.

Nous présenterons ici d’abord les trois bonnes propriétés classiques : celle de réseau de Petri
k-borné, celle de réseau de Petri vivant, puis celle de réseau de Petri ré-initialisable (on dit aussi
avec un état d’accueil). Puis nous présenterons les décompostions en sous-réseaux de Petri et les
invariants.

2 Réseau de Petri marqué k-borné

De facon informelle, un réseau de Petri k-borné est un réseau de Petri marqué qui est tel que
I’on ne peut pas accumuler une infinité de jetons dans une ou plusieurs places. Si le nombre de
jetons est borné, comme le nombre de places est fini, le nombre de marquages accessibles est
également fini et donc un réseau de Petri k-borné pour un marquage initial est équivalent (du
point de vue des marquages) a un automate fini.

2.1 Place k-bornée et binaire.

Définition 1 (Place k-bornée) Soit un réseau de Petri marqué < R, My > et soit A(R; M)
I’ensemble de ses marquages accessibles. Soit k un entier strictement positif. Une place p de
ce réseau est k-bornée si et seulement si :

VM € A(R; My) M(p) <k (1)

Si k& = 1 on dit que la place est binaire (on dit également sauf de 1’anglais : “safe”).

BIAA. 8 N° 85 - Mars 2010
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FIG. 1 — Réseau de Petri marqué F1G. 2 — Graphe des marquages associé

Si on considere le réseau de Petri de la figure 1 (voir le chapitre précédent et le cas 2 pour la si-

gnification de ce réseau) on voit, a partir de la figure 2, que pour le marquage initial My = ps @ p2 ® pa,

la place p; est binaire alors que les places p; et p; sont 3-bornées. En effet quel que soit le mar-
quage accessible, la place p3 est vide ou alors elle contient un seul jeton. Par contre le contenu
des places p; et ps peut étre 0, 1, 2 ou 3 jetons.

2.2 Réseau de Petri marqué k-borné et binaire.

Définition 2 (Réseau de Petri marqué k-borné) Un réseau de Petri marqué < R, My > est k-
borné si et seulement si toutes ses places sont k-bornées.

La valeur a prendre pour k est la plus grande quand on considere toutes les places de P.

Définition 3 (Réseau de Petri marqué binaire (sauf)) Un réseau de Petri marqué < R, My >
est binaire si et seulement si il est 1-borné.

On dit également réseau de Petri sauf de I’anglais “safe”.

2.3 Exemples
2.3.1 Lecteurs et écrivains

Le réseau de Petri de la figure 1 est 3-borné pour le marquage My = ps @ pa ® po. En effet, il
possede une place 1-bornée (p3) et deux places 3-bornées (p; et ps).

On voit d’autre part que 1’ensemble des marquages accessibles est effectivement fini (il com-
porte 5 marquages).

BIAA. 9 N° 85 - Mars 2010



F1G. 3 — Réseau de Petri non borné

2.3.2 Réseau non borné (1)

Considérons le réseau de Petri de la figure 3 pour le marquage initial M, = p; et la séquence
de franchissements de transitions s = ¢; ; ¢5. Le franchissement de s & partir de M, produit le
marquage M; = p; ® ps. Le jeton mis dans la place ps par le franchissement de ¢; n’est en effet
pas consommé. Le franchissement de la séquence s de fagon répétitive permet donc d’ajouter
autant de jetons que I’on veut dans cette place. Elle n’est donc pas k-bornée, et le réseau de Petri
n’est donc pas k-borné pour ce marquage initial.

Le réseau étant symétrique, on peut faire le méme raisonnement pour la séquence s’ = 1 ; {3
et la place p, est également non k-bornée. Enfin on peut considérer la séquence s” = t; ; to; t3.
Elle est franchissable 2 partir du marquage M, et produit le marquage M, = p; @ p;. A partir de
ce marquage s” est a nouveau franchissable. Chaque franchissement de s” ajoute un jeton dans la
place p; sans en enlever ailleurs. Clairement la place p, est elle aussi non k-bornée.

Le réseau de Petri de la figure 3, pour le marquage initial My = p; est donc un exemple de
réseau de Petri non k-borné dont toutes les places sont non k-bornées.

Cet exemple illustre la situation qui est au cceur d’un réseau de Petri non borné pour un mar-
quage initial donné : I’existence d’une séquence s de franchissements de transitions, franchissable
a partir d’un marquage accessible M et produisant un marquage M’ strictement supérieur a M
(au sens des vecteurs). M’ posseéde donc au moins une place p avec au moins un jeton de plus
que M. En effet, s sera a nouveau franchissable a partir de M’ et on pourra accumuler autant de
jetons que I’on veut dans p.

2.3.3 Réseau non borné (2)

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 4 pour le marquage initial My = p;.
Le raisonnement fait précédemment a I’aide de la séquence s = t; ; ¢5 peut se faire de la méme
fagon. Donc il est également non k-borné car la place p3 1’est. Par contre le franchissement de la
transition ¢3 ne produisant pas de jeton dans la place p;, il est impossible de franchir une deuxi¢me
fois ¢, si ty n’a pas été franchie. On a donc une infinité de marquages accessibles, mais ils sont

BIAA. 10 N° 85 - Mars 2010



FIG. 5 — Réseau de Petri “parenthése”

tous de la forme M ou M’ avec n > 0.

1 0
n n

Nous avons donc I’exemple d’un réseau de Petri non k-borné pour son marquage initial car 1’une
de ses places est non k-bornée mais possédant toutefois des places k-bornées (et méme binaires
dans I’exemple considéré).

2.3.4 Réseau parenthese

Considérons le réseau de Petri de la figure 5. Il est présenté en détail comme cas 3 sous le
nom réseau parenthése. Ce réseau de Petri possédant une transition source !, il est non borné de
facon évidente. En effet, la transition ¢; est toujours sensibilisée et peut étre franchie quel que soit
le marquage courant. Il est donc toujours possible d’ajouter un jeton a la place p;. La place py
n’est donc pas k-bornée et le réseau non plus.

Un marquage initial quelconque ne fait qu’ajouter initialement un certain nombre de jetons
dans la place p; et ne change rien au fait que la transition ¢; est une transition source. Le réseau de
la figure 5 est donc un exemple de réseau de Petri qui n’est k-borné pour aucun marquage initial
possible.
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2.3.5 La propriété dépend du marquage initial

Nous venons de voir le cas d’un réseau de Petri qui est non k-borné quel que soit son mar-
quage initial. Nous allons maintenant donner le cas d’un réseau de Petri qui est £-borné pour un
marquage initial et pas pour un autre.

Considérons maintenant le réseau de Petri de la figure 6. Son marquage initial est My = p; ® ps.
A partir de ce marquage, le seul comportement possible est de franchir, dans I’ordre, les transi-
tions ¢, puis t4 puis ¢y puis t3, ce qui redonne le marquage initial My. Dans chaque place il n’y
a jamais eu plus d’un jeton et donc le réseau est 1-borné, ¢’est-a-dire binaire (on dit aussi sauf’)
pour M,.

Ajoutons maintenant un jeton au marquage initial pour obtenir le réseau de Petri marqué
de la figure 7. Son marquage initial M) = p; @ p3 @ p4 est tel que la séquence s = ¢ ; {2 est
franchissable. Cette séquence est telle que :

P1®P3 @ Py — p1 @ 3 @ Py @ Ps 3)

Le marquage atteint est un marquage strictement supérieur au marquage de départ M/ :ily a
un jeton en plus dans la place ps. On peut donc répéter s autant de fois que I’on veut, la place ps
n’est pas k-bornée et le réseau de Petri n’est pas k-borné pour le marquage initial.

2.4 Pourquoi cette propriété ?

Pourquoi cette propriété est importante ?

Considérons d’abord le cas d’un réseau de Petri marqué binaire (¢’ est-a-dire 1-borné ou sauf).
Obtenir un tel modele n’est normalement pas le fruit du hasard. Il résulte du choix du concepteur
de raisonner en terme de conditions logiques, vraies ou fausses, nécessaires pour exécuter cer-
taines actions. Vérifier, a posteriori que le réseau est bien binaire c’est vérifier que le concepteur
a bien été cohérent et que, en particulier, il n’a jamais effectué I’action “mettre a vrai” sur une
proposition logique déja vraie. En effet, “mettre a vrai” consiste dans un réseau de Petri & mettre
un jeton dans la place associée a la proposition logique. Si cette propriété est déja vraie, la place
contient déja un jeton et on aboutirait 2 un marquage avec deux jetons dans la place. Le réseau ne
serait plus 1-binaire.

Typiquement ce genre d’erreur se produit si un cycle de fonctionnement a été incorrectement
décrit en oubliant de remettre a faux une condition logique qui avait été mise a vrai.

Vérifier a posteriori que le réseau de Petri décrivant le systéme projeté est binaire, ¢’est donc
vérifier I’absence de contradiction dans la démarche du concepteur. Une contradiction dans une
spécification est toujours le signe qu’une erreur a été commise. Comme il est rare d’étre totale-
ment cohérent lorsque 1’on se trompe, vérifier I’absence d’incohérence est un moyen efficace de
détecter des erreurs de conception.

Le cas de la propriété “réseau marqué k-borné” est un peu différent. Un réseau de Petri décrit
un ensemble de processus communicants. S’il est non borné c’est soit que le nombre de processus
peut croitre indéfiniment, soit que des communications asynchrones existent et que le nombre des

'Une transition source est une transition qui n’a aucune place d’entrée (voir le chapitre précédent)
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messages en attente entre deux processus (I’un producteur et 1’autre consommateur) peut croitre
indéfiniment.

Tant que le réseau de Petri décrit un mécanisme abstrait, le fait qu’il soit non k-borné n’est
pas vraiment génant. Cela veut dire que la spécification est incompléte : le nombre maximal de
processus et/ou la taille de certaines boites-aux-lettres de stockage de messages n’ont pas été
encore spécifiés.

Par contre lorsque 1’on passe a I'implémentation, surtout s’il s’agit d’un systéme critique, il
est fortement recommandé de vérifier que le réseau est k-borné. En effet, s’il s’agit du nombre
de processus, un accroissement inconsidéré du nombre de ceux-ci va provoquer des problemes
d’allocation de mémoire et va dégrader les performances du systeme. S’il s’agit de messages,
c’est encore plus critique. En effet un grand nombre de messages en attente signifie qu’une partie
du systéme ne rend pas le service attendu et que les contraintes de temps de réponse ne pourront
pas €tre garanties.

3 Réseau marqué vivant

La propriété précédente concernait les places et leurs contenus en jetons pour les marquages
accessibles. Cette propriété concerne les transitions et la possibilité de les franchir a partir des
marquages accessibles. Il s’agit donc d’un point de vue dual par rapport au précédent.

3.1 Transition vivante et quasi-vivante
3.1.1 Transition quasi-vivante

Définition 4 (Transition quasi-vivante) Soif un réseau de Petri marqué < R, My > et soit
A(R; My) I’ensemble de ses marquages accessibles. Une transition t de ce réseau est quasi-
vivante si et seulement si

IM € A(R; My) , M 4)

Cela veut dire qu’il existe un marquage M, accessible a partir du marquage initial M, qui
sensibilise la transition ¢. On peut exprimer cela sous une autre forme ; il existe une séquence de
franchissement s, franchissable a partir du marquage initial M, et qui peut se prolonger par le
franchissement de ¢ :

Js, My = M et M - 5)
Ou encore )
Js, My 25 (6)

Cette définition n’a pour but que de faire bien comprendre la définition suivante.

3.1.2 Transition vivante

Définition 5 (Transition vivante) Soit un réseau de Petri marqué < R, My > et soit A(R; M)
I’ensemble de ses marquages accessibles. Une transition t de ce réseau est vivante si et seulement
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FIG. 8 — Réseau de Petri quasi vivant

Si

VM € AR; My) , 3s, M 2% (7)

Pour tout marquage M accessible a partir du marquage initial M, il faut montrer que ¢ est
quasi-vivante pour le réseau de Petri marqué < R, M >.

Au lieu de devoir simplement montrer que la transition ¢ peut étre franchie une fois a par-
tir du marquage initial, il faut montrer que quelle que soit 1’évolution du réseau de Petri il est
encore possible de trouver une séquence qui ameéne au franchissement de ¢. La transition ¢ est
donc infiniment franchissable (bien sir a condition de franchir certaines transitions, entre deux
franchissements de t).

3.1.3 Exemple

Considérons le réseau de Petri marqué de la figure 8. Son graphe des marquages accessibles
est donné par la figure 9.

A partir du marquage initial My = p; @ p;, la séquence s = ¢;; t1; t2; t3 est franchissable.
Elle meéne au marquage M = p3 ® ps4 qui sensibilise la transition {¢. Donc cette transition est
quasi vivante (la séquence s, franchissable a partir de M, peut se prolonger par tg).

Par contre cette méme transition n’est pas vivante. En effet, considérons le marquage M; = p;.
C’est un marquage accessible (il est un élément de de A(R; My)) 2. On voit sur le graphe des mar-
quages accessibles de la figure 9 qu’aucun chemin ne permet de revenir au marquage M sensibi-
lisant ¢ en partant de M;. Le franchissement de t5 consomme deux jetons et n’en produit qu’un
et aucune transition ne permet de revenir a ce nombre global de deux jetons. On reste en quelque
sorte prisonnier d’un sous ensemble de 4 marquages et aucun de ces marquages ne sensibilise ¢g.
Donc la transition ¢ n’est pas vivante.

20n D’atteint, a partir de My par le franchissement de s ; tg
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On peut remarquer que, par contre, les transitions %1, ts, t3, t4 €t {5 sont vivantes car elles sont
sensibilisées par I’'un des marquages du groupe mentionné ci-dessus.

3.2 Réseau de Petri marqué vivant
3.2.1 Définition

Définition 6 (Réseau marqué vivant) Soit un réseau de Petri marqué < R, My >. Ce réseau
est vivant si et seulement si toutes ses transitions sont vivantes.

Le réseau de Petri marqué de la figure 8 est donc un exemple de réseau marqué non vivant
puisque la transition ¢¢ n’est que quasi-vivante.

Un réseau de Petri marqué non vivant est un réseau qui peut subir une dégradation dans
son fonctionnement. Comme on le voit sur le graphe des marquages de la figure 9, le franchis-
sement d’une transition (ici la transition t5) améne une dégradation irréversible du fonctionne-
ment qui empéche un certain nombre de transitions d’étre franchies. Un systéme de commande
d’un procédé industriel ou un systeme embarqué ne doivent pas pouvoir subir de dégradation
irréversible. C’est pourquoi on vérifie en général qu’un réseau de Petri modélisant un tel systeme
est effectivement vivant.

3.2.2 Blocage mortel

La dégradation la plus brutale est ce que 1’on appelle un blocage mortel. Il s’agit d’un mar-
quage ne sensibilisant aucune transition et donc a partir duquel il est impossible d’évoluer.

Définition 7 (Blocage mortel) Soit un réseau de Petri marqué < R, My >. Ce réseau posséde
un blocage mortel si et seulement si IM € A(R; My) tel qu’aucune transition n’est sensibilisée
par M

Le marquage M est appelé blocage mortel.
Si aucune transition n’est sensibilisée, cela veut dire que pour tout ¢ appartenant a 7', on a soit
Pre(.,t) > M, soit Pre(.,t) et M sont non comparables.

Propriété 1 Un réseau de Petri marqué possédant un blocage mortel n’est pas vivant.

En effet, de facon évidente, si ’on part du marquage M, quelle que soit la transition ¢
considérée, il n’est pas possible de trouver une séquence de franchissements s qui puisse se pro-
longer par ¢. En effet aucune transition n’est franchissable .

Un réseau de Petri marqué non vivant ne possede pas nécessairement un blocage mortel. Le
réseau marqué de la figure 8 est un exemple.

Voyons maintenant d’autres exemples.

3Rappelons que seules les transitions sensibilisées peuvent étre franchies
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3.3 Exemple
3.3.1 Encore quasi vivant

Le réseau de la figure 8 est un cas particulier car ce n’est que la transition provoquant la
dégradation qui n’est pas vivante et que de plus elle n’est franchissable qu'une fois. Le réseau
de la figure 10 montre le cas d’une transition (¢7) qui est franchissable une infinit€ de fois (voir
le graphe des marquages accessibles de la figure 11) et qui cesse d’étre franchissable a cause du
franchissement d’une autre transition (%g).

3.3.2 Lecteurs et écrivains

Revenons sur I’exemple de la figure 1 avec le graphe des marquages accessibles associé (fi-
gure 2). Pour montrer qu’il est vivant, il faut montrer que toute transition peut étre franchie a
partir de tout marquage accessible, apres le franchissement éventuel d’autres transitions. Une
solution est de mettre en évidence, pour chaque marquage accessible, une séquence de franchis-
sements de transitions comprenant toutes les transitions du réseau de Petri. Le tableau ci-dessous
les énumere.

Marquage accessible | Séquence franchissable

My=p2®@p2®p2 |t1;t2513;51s

M = p; ta; b ta; ts

Mo=p1®@p2®@ps | t2;1l3; %45t

M;=p1 ®@p1®@p2 |l2;la;t3;ta;t

My=p1®p1®p1 |lasta;ta;tz;ta; ta
Cela montre que le réseau de Petri marqué de la figure 1 est vivant car toute ses trasnitions

sont vivantes.
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3.3.3 Exemple du “réseau parenthese”

Considérons le réseau de la figure 5. Les marquages accessibles sont de la forme M = [k] ¢,
avec k > 0. A partir de My, il suffit de franchir ¢; k fois pour atteindre M. Pour ces marquages,
la transitions ¢; est toujours franchissable et t, I’est si & > 1. Pour £ = 0 M = M,, il suffit de
franchir ¢; une fois pour pouvoir franchir ¢,. Le réseau marqué de la figure 5 est donc vivant.

3.3.4 Exemple de blocage mortel (1)

Considérons le réseau de Petri marqué de la figure 12 avec le graphe des marquages acces-
sibles correspondant de la figure 13. Il présente un blocage mortel : le marquage (p, ® p3). En
effet ce marquage ne sensibilise aucune transition. Il manque un jeton dans p, pour que ¢, soit
sensibilisée et il manque un jeton dans p; pour que ¢3 le soit.

Ce réseau marqué n’est donc pas vivant.

On peut remarquer que malgré la présence du blocage mortel, toutes les transitions du réseau
de Petri peuvent étre franchies une infinité de fois a partir du marquage initial en franchissant en
boucle la séquence : (¢;; to; t3). Toutes les transitions sont donc quasi-vivantes. C’est le fran-
chissement de ¢; avant {3 qui amene au blocage.

3.3.5 Exemple de blocage mortel (2)

Un réseau de Petri peut présenter de multiples blocages. C’est le cas du réseau de Petri marqué
de la figure 14. Le graphe des marquages accessibles correspondant est donné dans la figure 15.
Il présente 4 blocages mortels, les marquages (p, ® p2), (p3s ® p3), (p2) et (p3).

4Vecteur d’une ligne et d’une colonne et M (p;) = k
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3.3.6 Influence du marquage initial

Il parait naturel que si1’on considere un réseau de Petri marqué vivant on peut éventuellement
le rendre non vivant en enlevant certains jetons de son marquage initial °. Par exemple si 1’on
considere le réseau de Petri de la figure 1, il suffit d’enlever I’un des 3 jetons de la place p, pour
empécher le franchissement des transitions ¢3 et ¢4 et donc le rendre non vivant.

Par contre passer d’un réseau de Petri vivant a un réseau de Petri non vivant en ajoutant un
jeton a son marquage initial va contre I’intuition. C’est pourtant possible, et le réseau de Petri
marqué de la figure 16 est un exemple. Son graphe des marquages accessibles est donné par la
figure 17. On voit sur le graphe des marquages que ce réseau marqué est vivant.

Si on ajoute un jeton dans la place ps; on obtient le réseau marqué de la figure 18 avec le
graphe des marquages accessibles de la figure 19. On voit qu’il y a un blocage mortel et donc le
réseau marqué n’est pas vivant.

SLe réseau de Petri parenthése est un exemple de réseau de Petri que I’on ne peut pas rendre non vivant en
enlevant des jetons. Il est vivant alors qu’initialement il n’a aucun jeton
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Donnons d’abord une réponse intuitive a cette situation. Un réseau de Petri peut décrire
un ensemble d’entités qui utilisent et relachent des ressources. Les entités consommatrices de
ressources sont représentées par des jetons tout comme les ressources. Si on ajoute une entité
consommatrice alors on peut introduire un blocage s’il n’y a pas assez de ressources.

Examinons maintenant ces exemples d’un point de vue plus technique. Le réseau de Petri de
la figure 16 est en fait celui de la figure 12 avec une place en plus, la place ps. Ce réseau marqué
(figure 12) pouvait avoir un fonctionnement cyclique permettant de franchir toutes les transitions
en séquence. Le blocage mortel apparait quand on franchit la transition ¢; avant la transition 3.
Dans le réseau de la figure 16, la place p; ne contenant qu’un seul jeton, elle oblige bien  attendre
le franchissement de ¢3 (produisant a nouveau un jeton dans ps) avant de franchir ¢; & nouveau.

Dans le réseau marqué de la figure 18, la place ps existe bien, mais comme elle contient
initialement deux jetons, on peut franchir ¢; des que la place p; contient un jeton et le blocage
mortel redevient accessible.

Dans le réseau de Petri de la figure 16, la place ps avec un seul jeton initialement joue le role
d’un superviseur interdisant 1’évolution vers le blocage mortel et corrigeant en quelque sorte le
comportement du systeme.

3.4 Retour sur la signification de la propriété “réseau marqué vivant”

L’exemple du réseau de Petri de la figure 12 est une illustration de la nécessité de vérifier que le
modele d’un systeme critique donné sous la forme d’un réseau de Petri est bien un réseau marqué
vivant. En effet, des systemes a événements discrets peuvent trés bien avoir un fonctionnement
semblant correct, comme la boucle correspondant a la séquence (¢; ; to ; ¢3) tout en présentant des
risques de fonctionnement catastrophique. La survenu d’un événement inattendu dans un certain
état (ici le franchissement de ¢; a partir du marquage (p; ® p3)) peut, en effet, le mener dans un
¢tat de blocage mortel. Un blocage mortel correspond a une perte totale sur le controle du systeme
qui ne réagit plus a rien.

La propriété “réseau marqué vivant” est absolument essentielle pour les systémes a événements
discrets critiques (contrdles de procédés, systemes embarqués dans les avions ou les voitures etc).
Le point le plus essentiel est bien sfir ’absence de blocage mortel, mais toute dégradation est
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dangereuse.

4 Réseau marqué réinitialisable

4.1 Introduction

Nous venons de voir deux bonnes propriétés : réseaux marqués k-bornés et réseaux marqués
vivants. La premicre concerne les marquages, ¢’est-a-dire les états. La seconde concerne la “fran-
chissabilité” des transitions, c’est-a-dire les événements. La premiére permet de montrer que le
nombre d’états est fini, la seconde que le comportement est, d’une certaine fagon, répétitif puisque
chaque transition peut étre toujours infiniment franchissable.

En fait, il ne s’agit pas d’un fonctionnement réellement répétitif car une transition donnée
peut étre franchie a partir de marquages différents et avec des conséquences différentes. C’est par
exemple le cas de la transition ¢; du réseau de Petri de la figure 12 qui ne méne & un blocage
mortel que si elle est franchie a partir du marquage (p; ® p3) alors que le comportement est sans
probleme si elle est franchie & partir du marquage (p; ® py).

La propriété¢ que nous allons présenter maintenant concerne le fait que le comportement du
réseau de Petri marqué le fait passer de fagon répétitive par les mémes marquages. Pour cela il
suffit de montrer que I’on peut toujours revenir au marquage initial. Cette propriété est différente
de la propriété “réseau marqué vivant” car un réseau marqué, comme nous le verrons dans des
exemples, peut €tre vivant sans étre réinitialisable et réinitialisable sans étre vivant. C’est pour-
quoi, bien évidemment, lors du processus de vérification il faudra a la fois montrer que le réseau
marqué est vivant et qu’il est réinitialisable.

4.2 Definition et propriétés

Définition 8 (Réseau marqué réinitialisable (état d’accueil)) Soit un réseau de Petri marqué
<R, Moy > et soit A(R; My) I’ensemble de ses marquages accessibles. Ce réseau marqué est
réinitialisable si et seulement si :

VM € A(R; My) , M # My, Js tel que M — M, (8)

On dit également que M, est un état d’accueil (en anglais “home state”) pour le réseau de
Petri marqué.

Si on considere que la séquence vide A est toujours franchissable, on peut enlever la condition
B f - A
M # M, dans la définition (on considere My —— M,).

On a la propriété suivante.

Propriété 2 Soit un réseau de Petri marqué < R, My > et soit A(R; My) I’ensemble de ses mar-
quages accessibles. Supposons que cet ensemble soit fini et soit GA(R; My) son graphe des mar-
quages accessibles. Le réseau de Petri marqué est réinitialisable si et seulement si GA(R; M)
est fortement connexe.

Rappelons ce qu’est un graphe fortement connexe.
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Définition 9 (Graphe fortement connexe) Soit un graphe orienté dont X est I’ensemble des
sommets. Ce graphe est fortement connexe si et seulement si pour tout couple de sommets x;
et ¢; de X, il existe un chemin orienté de x; vers <2

Le couple étant quelconque on peut interchanger z; et z; et cela veut dire qu’il existe un
chemin orienté de z; vers x; et un chemin orienté de z; vers x;.

La preuve de la propriété 2 est alors simple. Prenons deux marquages quelconques M et M,
de A(R; Mp). Si le réseau marqué est réinitialisable, cela veut dire qu’il existe une séquence de
franchissements (et donc un chemin orienté dans GA(R; M,)) de M; vers M,.

Comme M, € A(R; My) cela veut dire qu’il existe une séquence de franchissements (et donc
un chemin) de M, a M. En concatenant les deux chemins, on obtient un chemin de M; a M.

Pour la réciproque, si GA(R; My) est fortement connexe, alors quel que soit le marquage
accessible M, il existe un chemin et donc une séquence de franchissements de M vers M,.

Donnons enfin une derniére propriété.

Propriété 3 Soit un réseau de Petri marqué < R, My >, s’il est réinitialisable et que toute ses
transitions sont quasi-vivantes ou vivantes, alors il est vivant.

En effet, si ¢ est une transition quasi-vivante d’un réseau marqué < R, My >, cela veut dire
qu’il existe au moins une séquence de franchissements s franchissable a partir de M, qui peut
Ctre prolongée par ¢. Si le réseau est réinitialisable, cela veut dire que pour tout M de A(R; M),
il existe une séquence s’ franchissable & partir de M et aboutissant & M. Donc 2 partir de M la
séquence (s; s’) est franchissable et peut étre prolongée pat ¢. Donc ¢ est vivante.

Toutes les transitions quasi-vivante d’un réseau marqué réinitialisable étant vivante, la pro-
priété est démontrée.

4.3 Exemples
4.3.1 Vivant et non réinitialisable

Considérons le réseau de Petri marqué de la figure 20 et le graphe des marquages accessibles
correspondant de la figure 21. Il est clair qu’il est impossible de revenir au marquage initial

(p1 ® p4) a partir des trois marquages accessibles (p2 ® ps), (p1 @ p3) et (p2 @ p3).

Par contre, ces trois marquages appartiennent a une boucle qui correspond aux franchisse-
ments des 3 transitions ;, ¢, et ¢3. Donc ce réseau marqué est vivant. On peut également re-
marquer qu’il est 1-borné. Ceci illustre bien le fait que les propriétés “réseau marqué vivant” et
“réseau marqué réinitialisable” sont différentes.

4.3.2 Réinitialisable et non vivant
Considérons le réseau de Petri de la figure 22 et son graphe des marquages accessibles de la

figure 23. 1 est réinitialisable de facon évidente. Il est, de facon tout aussi évidente, non vivant
car la transition ¢3 n’est jamais franchie.
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On peut remarquer que si on ajoute initialement un second jeton dans la place p;, il devient
vivant et réinitialisable.

4.3.3 Réinitialisable et vivant

Considérons a nouveau le réseau de Petri marqué de la figure 1. Nous avons déja montré qu’il
¢tait vivant. Il est réinitialisable car de chaque marquage accessible on peut revenir au marquage
initial M, (le graphe des marquages accessibles est fortement connexe).

to

Wl B My | My 2 My | Ma 258 My | My R

4.3.4 Réinitialisable et non borné

Les propriétés “réseau marqué réinitialisable” et “réseau marqué borné” sont également
indépendantes. Le réseau “parenthése” (figure 5) est un exemple. En effet, & partir de tout mar-
quage accessible (ils sont de la forme M = [k]) il suffit de franchir % fois la transition ¢, pour
revenir au marquage initial.

4.4 Retour sur la signification de la propriété “réseau marqué réinitialisable’’
P

Nous avons vu qu’elle garantit un fonctionnement cyclique du systéme représenté par le
réseau de Petri.On peut remarquer que tout comme la propriété “réseau marqué vivant”, elle
garantit I’absence de blocage mortel puisque de facon évidente, d'un marquage correspondant
a un blocage mortel il est impossible de trouver une séquence permettant de revenir au mar-
quage initial. Bien que ne recouvrant pas, les deux propriétés “réseau marqué vivant” et “réseau
marqué réinitialisable” sont fortement liées.

Elles sont complémentaires car si le réseau marqué est réinitialisable en plus d’étre vivant,
cela veut dire que les transitions seront toujours franchies a partir des mémes marquages, cycli-
quement.

Si le réseau de Petri marqué est vivant sans &tre réinitialisable (comme dans le cas de la
figure 20, cela veut dire que bien que chaque transition soient infiniment franchissables a partir
de tout marquage accessible, ce n’est plus le cas si on considére des séquences de franchissements.
En effet, la séquence ¢, ; to ; 11, initialement franchissable, ne 1’est plus par la suite. Nous voyons
que bien que le réseau marqué soit vivant, son fonctionnement présente bien une dégradation.

S Composantes et invariants

Nous avons vu les trois bonnes propriétés classiques, maintenant nous allons voir comment
on peut décomposer un réseau de Petri en sous-réseaux et ce que cela signifie. Pour cela nous
allons d’abord définir ce qu’est un sous réseau de Petri d’un réseau de Petri.
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5.1 Sous réseaux de Petri

A partir d’un graphe G =< X, A > on peut définir un sous graphe G; =< X;, A; > en ne
considérant qu’un sous ensemble X des sommets de G et les arcs existant entre eux. On a alors :
— les sommets de G, sont X, C X
— ses arcs sont définis de la fagon suivante : (z;, z;) est un élément de A, si et seulement si
z; et z; sont des éléments de X et (z;,z;) € A (donc A; C A).

Dans le cas des réseaux de Petri il y a deux possibilités de définir un sous-réseau car il y a deux
types de nceuds : les places et les transitions. Il est donc possible de définir des p-sous-réseaux
et des t-sous-réseaux. Dans le premier cas c’est un sous ensemble de places qui définit le sous
réseau, dans le second cas ¢’est un sous-ensemble de transitions.

Définition 10 (p-sous-réseau) Soit un réseau de Petri R =< P,T, Pre, Post > et soit P, un
sous ensemble de P. Le p-sous-réseau de Petri engendré par P; est le réseau
Rs =< Ps,Ts, Preg, Posty > défini de la facon suivante :

— une transition t appartient a T s’il existe une place p de P; telle que t € *pout € p°

— Pregs(p,t) = Pre(p,t) pourp € Psett € Ty,

— Posts(p,t) = Post(p,t) pourp € P,ett € T.

Cela veut dire qu’aux places de P; on ajoute leurs transitions d’entrée et de sortie avec les
arcs les liant a ces places.

Définition 11 (t-sous-réseau) Soit un réseau de Petri R =< P,T, Pre, Post > et soit Ty un
sous ensemble de T'. Le t-sous-réseau de Petri engendré par T} est le réseau
Ry =< P,,Ts, Pregs, Posts > défini de la facon suivante :

— une place p appartient a P; s’il existe une transition t de Ty telle que p € °t ou p € t°

— Pres(p,t) = Pre(p,t) pourp € Py ett € Ty,

— Posty(p,t) = Post(p,t) pourp € Pyett € Ty.

Nous allons voir des exemples dans la section suivante.

5.2 Introduction informelle des composantes
5.2.1 Composantes conservatives et invariants de places

Considérons le réseau de Petri de la figure 24. Deux sous ensembles de places ont été repérés :
— en rouge les places p;, ps et ps,
— en bleu les places p4, ps et ps.

Les p-sous-réseaux engendrés par ces sous-ensembles de places sont représentés sur les fi-
gures 25 et 26.

Ces p-sous-réseaux ne sont pas quelconques. Nous pouvons remarquer que chacune de leurs
transitions n’ont qu’un arc en entrée et un arc en sortie et que de plus tous ces arcs sont de poids

1.
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Considérons le p-sous-réseau 1 (figure 25). Si I’on franchit, dans le réseau global (figure 24),
une transition n’appartenant pas a ce sous-réseau (¢; par exemple). Comme elle n’est connectée a
aucune place du p-sous-réseau, le contenu total en jeton du sous réseau n’est pas modifi€. Sil’on
franchit une transition appartenant au p-sous-réseau (¢, par exemple), le contenu global en jeton
du réseau global peut étre modifié (£, consomme un jeton dans p, et un jeton dans p; mais n’en
produit qu’un dans p3). Mais par contre le contenu global en jetons du p-sous-réseau n’est, lui,
pas modifié puisque la transition n’a qu’une place d’entrée de poids 1 et une place de sortie de
poids 1 appartenant a ce sous-réseau (p» et p3).

Toutes ces considérations sont valables pour 1’autre p-sous-réseau. En conclusion nous voyons
que le contenu global en jeton de ces p-sous-réseaux est constant et nous avons ici pour tout
M € A(R; My) (R est le réseau global de la figure 24)

I

M(p1) + M(p2) + M(ps) = Mo(p1) + Mo(p2) + Mo(ps)

4 )
M (ps) + M(ps) + M(ps) = Mo(pa) + Mo(ps) + Mo(ps) = 2

(10)

Les expressions 9 et 10 sont appelées des invariants de place. Les p-sous-réseaux correspon-
dants sont appelés des composantes conservatives.

Donc I’intérét de décomposer un réseau de Petri en p-sous-réseaux est que si I’on considere la
restriction du marquage du réseau global aux places de ce p-sous-réseau au cours de I’évolution
du systéme, on obtient un marquage formé d’un nombre invariant de jetons qui se déplacent dans
les places du sous-réseau.

Nous allons généraliser et voir que 1’on peut obtenir des sous-ensembles de places ou c’est
une somme pondérée de jetons qui est conservée.

Considérons cette fois le sous ensemble des places ps, ps et p; comme représenté sur la fi-
gure 27. Cela donne le p-sous-réseau de la figure 28. Dans ce p-sous-réseau, la transition ¢; a pr
en entrée avec un poids 1 et p3 en sortie avec un poids 1. Donc il y a conservation du nombre glo-
bal de jetons dans le sous-réseau lors de son franchissement. Il en est de méme pour ¢3. Par contre
t; posséde p; en entrée avec un poids 3 et pg en sortie avec un poids 1. Pour avoir un nombre
invariant, il faut donc multiplier le nombre de jetons contenus dans pe par 3 et celui contenu dans
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p7 par 1.

On associe donc des poids X, aux places. Dans I’exemple que nous considérons, nous avons :
Xp(ps) = 1, Xp(p7) = 1 et X,(ps) = 3 (ils sont indiqués sous le nom des places). Les poids
des places n’appartenant pas au p-sous-réseau sont égaux a 0. Nous obtenons alors un nouvel
invariant de place vérifié pour tout M € A(R; My) :

Xp(p3)-M(ps) + Xp(ps)-M(ps) + Xp(pr)-M(p7) = 1.M(ps) + 3.M(ps) + 1.M(p7)
= 1M0(p3) + 3.M0(p6) -+ 1M0(p7)
= 3 (11)

5.2.2 Signification des composantes conservatives et des invariants de places

Si nous revenons a la spécification du probléme des lecteurs et des écrivains (voir le Cas 1),
nous remarquons que les 3 composantes conservatives que nous venons de mettre en évidence
sont en fait les trois réseaux de Petri décrivant les trois entités du systeme :

— les 4 taches lecteurs,

— les 2 taches écrivains,

— le mécanisme d’allocation par droits d’acces.

Les taches lecteurs (respectivement écrivains) peuvent étre dans 1’un des trois états : suspen-
due, en attente ou en exécution représentés par les places p;, po ou ps (respectivement pys, ps
ou pg). Par exemple M (p;) représente le nombre de tiches lecteurs suspendues dans la situation
courante décrite par le marquage M.

Les invariants 9 et 10 prouvent donc formellement qu’il y a 4 taches lecteurs (repectivement 2
taches écrivains) et qu’elles se répartissent entre les 3 états suspendue, en attente ou en exécution
(ne pas oublier que les M (p;) sont des entiers positifs ou nuls).

L’invariant 11 relie le nombre des taches lecteurs (M (p3)) et écrivains (M (pg)) en exécution,
c’est-a-dire utilisant la ressource. Ecrit sous la forme :

M (p3) +3.M(pg) < 3 (12)
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on voit ® que le nombre de lecteurs accédant simultanément 2 la ressource (M (p3)) est limité a 3,
le nombre d’écrivains accédant simultanément a la ressource (M (ps)) est limité a 1, et il ne peut
pas y avoir simultanément un lecteur et un écrivain accédant a la ressource. En effet si M (p;) et

M (pg) sont simultanément égaux a 1 M (p;) + M (pg) vaut 4. On vérifie ainsi que les contraintes
du probleme sont bien vérifiées.

5.2.3 Composantes répétitives stationnaires et invariants de transitions

Considérons le réseau de Petri de la figure 29. Deux sous ensembles de transitions ont été
repérés :

— enrouge les transitions ¢4, ¢ et 3,

— en bleu les transitions ¢4, t5 et tg.

®Encore une fois ne pas oublier que les contenus en jetons des places sont des entiers positifs ou nuls
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Les t-sous-réseaux engendrés par ces sous-ensembles de places sont représentés sur les fi-
gures 30 et 31.

Ces t-sous-réseaux ne sont pas quelconques. Nous pouvons remarquer que chacune de leurs
places n’ont qu’un arc en entrée et un arc en sortie. Si on franchit une fois la transition d’entrée
d’une place, son marquage est incrémenté de 1. Si on franchit une fois sa transition de sortie, son
marquage est décrémenté de 1. Cela veut dire que si on trouve une séquence de franchissements
de transitions qui franchit exactement une fois chacune des transitions, le marquage final sera
identique au marquage initial.

C’est pourquoi les t-sous-réseaux de cette forme sont appelés des composantes répétitives
stationnaires et les séquences cycliques effectivement franchissables sont appelées des invariants
de transitions.

5.2.4 Signification des composantes répétitives stationnaires et des invariants de transi-
tions

Dans un t-sous-réseau, toutes les places d’entrée et de sortie (dans le réseau) d’une transition
appartiennent au sous réseau ’. Si on considere la restriction aux places d’un t-sous-réseau d’un
marquage accessible, on peut vérifier si une séquence du sous réseau est franchissable ou non en
ne raisonnant que dans le t-sous-réseau.

Dans I’exemple qui nous intéresse, on peut franchir les transitions des t-sous-réseaux 30 et
31 depuis le marquage initial. Dans le premier cas on obtient la séquence (¢1; ¢o; t3). Dans le
second cas on obtient la séquence (t4; t5; tg).

Ces séquences correspondent aux comportements des deux objets principaux impliqués : les
lecteurs et les écrivains. Tout comportement cyclique du systéme sera en fait une composition
(par entrelacement ou concaténation) de ces deux comportements de base.

5.3 Définition formelle des composantes conservatives et des invariants de
places

5.3.1 Définition

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que certains p-sous-réseaux et t-sous-réseaux
étaient tres intéressants pour analyser et vérifier le comportement de systémes a événements dis-
crets modélisés par un réseau de Petri. La question qui se pose est de savoir comment on va
trouver les sous-ensembles de places définissant les bons p-sous-réseaux et les sous-ensembles
de transitions définissant les bons t-sous-réseaux. La matrice d’incidence C 8 et I’algebre linéaire
nous apportent la réponse.

Définition 12 (Support d’un vecteur) Soit X un vecteur d’entiers positifs, négatifs ou nuls dont
les composantes sont associées aux éléments e; d’un ensemble E. Le support de X est le sous-
ensemble Ex de F tel que e; appartient a Ex si et seulement si X (e;) # 0

"Ce n’est pas le cas pour les p-sous-réseaux, voir par exemple la transition ¢, dans le p-sous-réseau de la figure 25.
8Rappelons que C' = Pre — Post
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Notation : Notons X7 le vecteur ligne transposé d’un vecteur X .

Définition 13 (Composante conservative) Soit un réseau de Petri R =< P, T, Pre, Post > et
soit C' = (Pre — Post) la matrice d’incidence. Soit X, un vecteur solution de I’équation X;.C =0
et dont les composantes sont des nombres entiers positifs, négatifs ou nuls °. Le p-sous-réseau de
Petri généré par le support de X, est une composante conservative.

On peut remarquer que dans cette définition, seule la structure du réseau de Petri est impliquée.
Le marquage initial n’intervient pas.

Définition 14 (Invariant de places) Soit un réseau de Petri R =< P,T, Pre, Post > et soit
C = (Pre — Post) la matrice d’incidence. Soit X, un vecteur solution de I’équation XE.C’ =0
et dont les composantes sont des nombres entiers positifs, négatifs ou nuls. Soit Ry =< R, My >
un réseau marqué obtenu a partir de 'R. L’équation suivante est appelée invariant de places de
R]u g

XJ.M = XTI M, (13)

Tout d’abord, pourquoi cette équation est-elle vérifiée ? Cela découle directement de I’équation
fondamentale. Rappelons que cette équation a la forme :

M=My,+Cs3 (14)

ou M est un marquage accessible quelconque et S le vecteur caractéristique d’une séquence me-
nant du marquage initial M, a M. Si on multiplie a gauche par le vecteur ligne X g , on obtient :

Xpg M =X My+X!.Cs (15)

et si X }:f est un vecteur d’entiers solutions de XpT .C' = 0, on trouve bien I’équation 13.

5.3.2 Exemple

Considérons le réseau de Petri de la figure 24. Le produit XpT .C'ala forme :

[ Xo(p1) Xp(p2) Xp(ps) Xp(ps) Xp(ps) Xp(ps) Xp(pr) ]

—1 0 1 0 0 0

1 -1 0 0 0 0

0 1 -1 0 0 0

0 0 0 -1 0 1

0 0 0 1 -1 0

o 0 0 0 1 -1

. 0 -1 1 0 -3 3
Cela donne le systeme d’équations Xg .C' = 0 suivant :
—Xp(p1) + Xp(p2) = 0
—Xp(p2) + Xp(p3) — Xp(p7) = 0
Xp(pl) - Xp(pS) + Xp(p7) =0 (16)

—Xp(ps) + Xp(ps) = 0
—Xp(ps) + Xp(ps) — 3.Xp(p7) = 0
[ Xp(pa) — Xp(ps) +3.Xp(p7) = 0

9Le vecteur X, est nécessairement de dimension n,, le nombre des places

BIAA. 32 N° 85 - Mars 2010



:)J p1 L P2
|
ty %<\\ EP s ts
\ P7 ° ) x
ik P6'
4> ~
3
t3 —— L= 14

F1G. 32 — Composante conservative

Parmi les solutions, nous avons, par exemple, les vecteurs suivants :

1 -1 ]
1 ~1
1 0
X,=10 et X2=1| 0 (17)
0 0
0 3
L 0 - L 1 -

Le support du vecteur XI} est formé du sous-ensemble des places {p1, p2, p3}. La compo-
sante conservative (le p-sous-réseau correspondant) est celle de la figure 25. L’invariant de places
associé (pour le marquage initial de la figure) est donné par I’équation 9.

Le support du vecteur Xﬁ est formé du sous-ensemble des places {p1, ps, ps, P7}- La compo-
sante conservative est le sous-réseau de la figure 32. L’invariant de places associé est donné par
I’équation suivante :

—M(p1) — M(p2) + 3.M(ps) + M(p7) = —1 (18)

La composante conservative de la figure 32 ne correspond pas a I’une des classes d’objets que
’on a utilisé pour définir le systéme. La transition ¢, a deux arcs entrant et la transition ¢3 deux
arcs sortants. Il n’y a pas conservation globale du nombre des jetons, si les 3 lecteurs sont en train
de s’exécuter (M (p3) = 3), on aura, dans cette composante, un seul jeton qui sera localisé soit
dans p; soit dans p,. Tout cela provient du fait que le vecteur Xi a des composantes négatives.
Nous verrons par la suite que certaines composantes conservatives avec certains poids négatifs
peuvent avoir une signification intéressante, mais souvent les concepteurs ne sont intéressés que
par les solutions positives.
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5.3.3 Composante conservative positive

Définition 15 (Composante conservative positive) Soit un réseau de Petri

R =< P, T, Pre, Post > de matrice d’incidence C. Soit X, un vecteur d’entiers positifs ou nuls
solution de I’équation XpT.C’ = 0. Le p-sous-réseau de Petri généré par le support de X, est une
composante conservative positive.

Le vecteur X ; de I’équation 17 correspond bien & une composante conservative positive, mais
pas le vecteur X

Propriété 4 Soit un réseau de Petri R =< P,’T', Pre, Post >. Soit une composante conservative
positive définie par un vecteur X,. Toutes les places du p-sous-réseau correspondant a cette
composante sont k-bornées quel que soit le marquage initial de R.

Le nombre de places est n,. Soit un marquage initial quelconque My. L’invariant de places
associé a cette composante s’écrit 1 :

Z Xp(pi)-M(p;) = Z Xp(pi)-Mo(ps) (19)

Soit p; une place quelconque de la composante (c¢’est-a-dire du support de X)), cela veut dire que
Xy (p;) est non nul. L’équation 19 s’écrit

—1np5ig Xp(Pi)-M (p; ie1.m. Xp(Ps). Mo(p;
M) + 2 i@(pf)p) 2. ’pxp((;)) al (20)

Comme les composantes de M et de X, sont des nombres positifs ou nuls, nous avons :

Zi:l,np;i;éj Xp(pi)-M(p:) -
Xp(pj) N

21)

et donc

Zi:l)np Xp(pi)-MO(pi>
M(p;) < X
»(P;)
En conséquence le contenu en jetons de M (p;) ne peut pas croitre indéfiniment et la place p; est
k-bornée en prenant pour k le plus grand entier inférieur ou égal a

Zi:1,np Xp(pi)-Mo(p:)
Xp(p))

(22)

(23)

Si I’on considere le vecteur X; (equation 17), il permet de déduire que les places p;, p; et
p3 sont k-bornées quel que soit le marquage initial. Pour le marquage représenté sur la figure 24,

nous avons :
M(p1) <4 M(ps) <4 M(ps) <4 (24)

Remarque : Soulignons le fait que I’existence de la borne ne dépend pas du marquage initial,
seule la valeur de la borne en dépend.

1°Le produit X;7.M est un produit scalaire
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Définition 16 (Couverture de composantes conservatives positives) Soit un réseau de Petri R.
Soit X, un ensemble de composantes conservatives positives tel que pour toute place p il existe
au moins une composante X, de X, telle que p appartienne au support de X,. L’ensemble X, est
appelé une couverture de composantes conservatives positives.

Pour le réseau de Petri de la figure 24, les composantes conservatives positives des figures 25,
26 et 28 forment une couverture de composantes conservatives positives.

Propriété 5 Soit un réseau de Petri R possédant une couverture de composante conservatives
positives. Ce réseau est k-borné pour tout marquage initial.

En effet toute ses places sont k-bornées quel que soit le marquage initial. Seul la valeur de
la borne change lorsque I’on change de marquage initial. Le réseau est donc structurellement
k-borné.

Le réseau de Petri de la figure 24 est donc k-borné quel que soit son marquage initial.

5.4 Définition formelle des composantes répétitives et des invariants de
transitions

5.4.1 Définition

Nous venons de voir la définition formelle des composantes conservatives qui sont les bons
p-sous-réseaux, c’est-a-dire ceux permettant de raisonner sur les réseaux de Petri pour montrer
des propriétés spécifiques. Nous allons maintenant aborder les t-sous-réseaux et les composantes
répétitives stationnaires.

Définition 17 (Composante répétitive stationnaire) Soit un réseau de Petri

R =< P,T, Pre, Post > et soit C = (Pre — Post) la matrice d’incidence. Soit X; un vec-
teur solution de I’équation C.X; = 0 et dont les composantes sont des nombres entiers positifs,
négatifs ou nuls ''. Le t-sous-réseau de Petri généré par le support de X, est une composante
répétitive stationnaire.

Comme dans le cas des composantes conservatives, les composantes répétitives stationnaires
les plus remarquables sont celles qui correspondent a des vecteurs X; dont les composantes sont
positives ou nulles (pas de valeurs négatives).

Définition 18 (Composante répétitive stationnaire positive) Soir un réseau de Petri

R =< P,T, Pre, Post > de matrice d’incidence C'. Soit X; un vecteur d’entiers positifs ou nuls
solution de I’équation C.X; = 0. Le t-sous-réseau de Petri généré par le support de X; est une
composante conservative positive.

Les vecteurs X; définissant des composantes répétitives stationnaires positives peuvent étre
interprétés comme des vecteurs caractéristiques puisque leurs dimentions sont n;, le nombre de

1T a dimension de X} est nécessairement 7; le nombre de transitions. .
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transitions et qu’il s’agit de vecteurs d’entiers positifs ou nuls. Si ’on considére 1’équation fon-
damentale entre deux marquages M, et M, quelconques, elle a la forme :

M; =M, +C3 (25)

Si I’on trouve une séquence s franchissable a partir du marquage M; et dont le vecteur ca-
ractéristique est 5 = X, alors commme C.X; = 0, nous avons My = M. Cela veut dire que
le marquage atteint apres le franchissement de s est égal au marquage de départ et donc que la
séquence s peut étre répétée indéfiniment. Il s’agit donc d’un mode de fonctionnement de base du
systeme.

Définition 19 (Invariant de transitions) Soir un réseau de Petri marqué < R, M, >. Soit X,
un vecteur solution de I’équation C. X, = 0 et dont les composantes sont des nombres entiers
positifs, ou nuls. Soit s une séquence de franchissements de transitions franchissable a partir d’un
marquage M de I’ensemble des marquages accessibles A(R; My) avec 5 = X;. La séquence s
est appelée invariant de transitions.

On voit que ces invariants sont plus difficiles a trouver que les invariants de places. En effet,
alors que I’existence d’un invariant de place ne dépend pas du marquage initial (seule la valeur de
la constante change), dans le cas des invariants de transitions, non seulement il faut une solution
positive, mais en plus il faut, pour un marquage initial donné, choisir un marquage accessible
et trouver une séquence effectivement franchissable. L’algeébre linéaire ne donne qu’un vecteur
caractéristique, elle ne donne ni le marquage de départ, ni 1’ordre des franchissements.

5.4.2 Exemple

Considérons le réseau de Petri de la figure 24. Le produit C. X; a la forme :

Xe(t1)
Xi(to)
Xi(t3)
Xi(ta)
Xe(ts)

) [ Xe(te)

-1 0 1 0 0 0

1 -1 0 0 0 0

0 1 -1 0 0 0

0 0 0 -1 0 1

0 0 0 1 -1 0

0 0 0 0 1 —1

0 -1 1 0 -3 3
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Cela donne le systeme d’équations C..X; = 0 suivant :

( —X,(t) + Xy(ts) = 0
X)) — Xo(ta) = 0
Xi(ta) — Xilts) = 0O
~X(ta) + Xi(te) = 0 (26)
Xi(ta) — Xi(ts) = 0
Xi(ts) — Xi(te) = 0
| —Xi(ta) + Xilts) — 3.Xu(ts) + 3.Xs(tr) = O

On peut d’abord remarquer que les systemes d’équations 16 et 26 sont bien différents. De
facon évidente les vecteurs suivants sont solutions de 26.

I
I

X} X2 27)

OO O = =
-0 O O

Les vecteurs X/ et X? définissent les deux composantes répétitives stationnaires des fi-
gures 30 et 31. 1l s’agit de composantes répétitives stationnaires positives. A partir du mar-
quage initial (qui est un marquage accessible particulier) on peut franchir les deux séquences
s1=(t1; to; ts) et sy = (L4 t5; te) et comme 57 = X} et 53 = X7, 51 et s sont deux invariants
de transitions pour le réseau marqué de la figure 24.

5.5 Remarque finale

Les composantes sont associées aux vecteurs gauches (composantes conservatives) et droits
(composantes répétitives stationnaires) permettant d’annuler la matrice d’incidence C'. La symétrie
n’est toutefois pas complete et il est plus facile d’obtenir les invariants de places que les invariants
de transitions.

Alors que si 1’on arrive 2 recouvrir le réseau de Petri par des composantes conservatives
positives on peut en déduire un résultat fort : le réseau est k-borné pour tout marquage initial,
recouvrir un réseau de Petri par des invariants de transitions ne prouve ni qu’il est vivant, ni qu’il
est réinitialisable.

Le réseau de Petri de la figure 12 est un exemple de réseau de Petri recouvert par un invariant
de transitions : la séquence (1, ; to ; t3) franchissable 2 partir du marquage initial. Et pourtant il
n’est pas vivant et présente un blocage mortel.

Le réseau de Petri de la figure 20 est un exemple de réseau de Petri recouvert par un invariant
de transitions : la séquence (ts ; t; ; t3) franchissable  partir du marquage accessible (py ® p4) et
pourtant il n’est pas réinitialisable.

La seule chose que 1’on peut affirmer est que si le réseau de Petri est k-borné et vivant alors
comme le nombre de marquages accessibles est fini, il posséde nécessairement un invariant de
transition passant par toutes les transitions.
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6 Conclusion

Nous avons introduit, dans ce chapitre les trois “bonnes” propriétés classiques :
— réseau marqué k-borné,
— réseau marqué vivant,
— réseau marqué réinitialisable.
Elles doivent étre vérifiées par tout réseau de Petri représentant un systeme critique implémentable.

Puis nous avons introduit les composantes conservatives et les invariants de places ainsi que
les composantes répétitives stationnaires et les invariants de transitions. Ces invariants servent
a montrer des propriétés spécifiques, mais de plus les invariants de places peuvent permettre de
montrer qu’ un réseau de Petri est £-borné.

Nous pouvons également remarquer que dans la théorie des réseaux de Petri il y a toujours
un double aspect : les états et les événements. Dans le premier aspect on trouve les propriétés
impliquant les places et les marquages. C’est le cas de la propriété réseau marqué k-borné ou des
invariants de places. Dans le deuxieme aspect on trouve la propriété réseau marqué vivant et les
invariants de transitions. Toutefois les relations entre ces deux aspects ne sont pas simples et il est
plus simple de travailler avec les invariants de places qu’avec les invariants de transitions.

Le chapitre suivant va maintenant montrer comment on peut exploiter ces propriétés pour
vérifier des systémes critiques et prouver des propriétés.
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