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100 ans de Relativité Générale (I/III) : covariance
Eric OLIVIER ' ?

Résumé. — Einstein publie I'article fondateur de la Relativité Générale en 1916 — il y a 100
ans. C'est I'aboutissement de 10 ans de travail qui lui permettent d’intégrer la gravitation a
I'espace-temps de la Relativité Restreinte (1905). La maniere dont les idées scientifiques d’Ein-
stein se développent est tres liée a sa personnalité : en étudiant la Relativité Générale, on est
frappé par la maniére dont s’articulent des idées d’apparence naive i la technicité mathématique.
En trois notes, nous partons des fondements mathématiques de la Relativité Générale, afin de
comprendre leffet de la gravitation sur les rayons lumineux. La premiére note est consacrée i
la covariance, c’est-a-dire au calcul tensoriel : cela nous permettra d’introduire les symboles de
Christoffel, la connexion de Levi-Civita et la caractérisation des géodésiques inertielles par le
transport parallele (Théoréeme de Levi-Civita). La deuxiéme note [Olil5a] traite de la courbure
riemannienne : c’est le point crucial de la géométrie riemannienne qui donne tout son sens i
I'équation d’Einstein de la Relativité Générale. Enfin dans la troisieme note [Olil5b], nous
abordons la déflexion des rayons lumineux, d’abord du point de vue newtonien, puis en don-
nant la résolution des équations d’Einstein par Schwarzshild : en application, nous donnons le
calcul relativiste complet de la déflexion des rayons lumineux rasant la surface solaire.

1. Introduction

Lorsqu’il commence a réfléchir a la maniere d’intégrer la gravitation a I'espace-temps
de la Relativité Restreinte, Einstein bute sur des difficultés mathématiques trées sérieuses.
C’est un ami proche (Marcel Grossmann) qui l'oriente vers les tous nouveaux concepts
de la géométrie différentielle et du calcul tensoriel. Plus précisément, c’est la notion de
courbure introduite par Gauss pour les surfaces, puis développée par Riemann pour des
objets géométriques plus généraux (les variétés pseudo-riemanniennes), qui semble le
bon concept pour généraliser la Relativité Restreinte. Einstein réalise que la force centri-
fuge ressentie sur un manege tournant, doit étre de nature gravitationnelle : sa Relativité
Restreinte ne prend pas en compte un référentiel qui serait en rotation par rapport a un
référentiel lorentzien, et c’est la que la gravitation se dévoile! Il fera aussi souvent al-
lusion a l'expérience de pensée ol un observateur se trouve en chute libre dans une cabine
d’ascenseur, constatant — par la pensée — I'annulation de la gravitation terrestre. La en-
core, le référentiel lié a la cabine ne peut étre considéré comme lorentzien, du fait de son
accélération uniforme par rapport au référentiel terrestre. Ces réflexions semblent indi-
quer que la gravitation est lié au référentiel utilisé, ou plus concretement a la maniere
dont on mesure les positions dans 1’espace-temps. La grande idée de la Relativité Géné-
rale est que les lois de la physique (a2 commencer par celles de la gravitation) doivent étre
exprimées indépendamment du référentiel : en d’autres termes — et contrairement aux
Relativités Galiléenne et Restreinte — aucune sous-classe de référentiels ne peut étre pri-
vilégiée au sein de I'ensemble des référentiels possibles. Selon la terminologie d’Einstein,
la Relativité Générale se comprend en termes de lois covariantes (terminologie introduite
par Ricci en 1888 [Ric88]) : afin de pouvoir énoncer sa nouvelle théorie de la gravitation,

1. GDAC-I2M UMR 7373 CNRS Université d’Aix-Marseille
2. eric.olivier@univ-amu.fr



24 (2015) B.IL.A.A.no 100 Eric OLIVIER

Einstein va devoir assimiler les derniers progres de la géométrie de son temps — essen-
tiellement le calcul tensoriel — en suivant les traces de Gauss, Riemann, Christoffel, Ricci
et Levi-Civita.

Cette premiere note est consacrée aux concepts mathématiques nécessaires a la for-
mulation de la Relativité Générale : en particulier, il nous faudra introduire le formalisme
du calcul différentiel et tensoriel sur les variétés, puis introduire les structures pseudo-
riemanniennes, afin de pouvoir définir rigoureusement la notion de géodésiques iner-
tielles. Pour Einstein, ces géodésiques doivent décrire les mouvements des corpuscules
uniquement soumis a la gravitation : pour comprendre cela, il nous faudra partir du for-
malisme lagrangien afin de voir comment les équations des géodésiques inertielles se
traduisent en termes de transport parallele (Théoreme de Levi-Civita). Nous aborderons
ces questions par les bases de calcul différentiel absolue de Ricci et Levi-Civita en regar-
dant particulierement I’articulation qui existe entre la notion de connexion et le transport
parallele introduit par Levi-Civita.

Remerciement : Je tiens a remercier chaleureusement Christian Faivre pour m’avoir mis au
défi d’un exposé “le plus simple possible” permettant de comprendre pourquoi la gravitation
courbe les rayons lumineux. Entre autres, ce projet a été I'occasion de moulte discussions pas-
sionnées qui ont animé la salle du Dugommier. D'une certaine maniere la Relativité Générale
donne un élément de réponse important a cette question, puisqu’elle permet de prévoir avec une
grande précision, les mesures des déflexions lumineuses dues a la gravitation. Aller plus loin, en
essayant de voir comment s’articulent I'électrodynamique (quantique) et la Relativité Générale,
permettrait une bonne (meilleure) description des rayons lumineux : mais cette tiche se trouve
étre tres difficile, car un photon n’est pas un objet de la Relativité Générale...

2. Changements de bases dans un espace vectoriel

Soit £ = (e1,...,€,) une base d'un espace vectoriel E. Tout vecteur v € E se dé-
compose de maniere unique sous forme d’une combinaison linéaire, soit v = v's; (no-
tations sommatoires d’Einstein°) : ici, les coordonnées v* (indice en haut) sont appelées
£-composantes contravariantes. Pour l'instant, la « contravariance* » proprement dite tra-
duit simplement le fait que les indices des composantes sont en position supérieure (nous
verrons plus loin que la « covariance » concerne les indices en position inférieure). Ces no-
tations ont aussi I'avantage de permettre 'utilisation des notations sommatoires d’Ein-
stein ; dans la suite, nous donnerons un sens précis au formalisme de la covariance/contra-
variance, avec l'introduction systématique des tenseurs. Le changement de coordonnées
de € vers une autre base £ = (&1,...,&,), est effectué grace a la matrice de passage’

3. La notation d’Einstein signifie une sommation sur tous les indices 4, j, k, ... se trouvant a la fois en
position supérieure et inférieure dans une expression multiplicative : ainsi, par exemple, la décomposition
d’un vecteur v de coordonnée (v',...,v™) dans une base £ = (1,...,&,) s'écrit-elle v = v'e; = Y7, v'ey.

4. La terminologie covariance/contravariance apparait dans l’article de Ricci [Ric88] en 1888 (en italien).
Dans leur article [RTLC00] de synthese en francais Ricci et Levi-Civita parlent de contrevariance.

5. Une matrice est ici considérée comme un tableau de nombres réels (les coefficients), dont la position
est repérée par les indices de ligne/colonne. L'ensemble M., (K) des matrices n x n & coefficients dans K = R
ou C est munie d’une structure naturelle de K-espace vectoriel; on peut aussi voir M, (K) comme une
algebre non commutative en définissant le produit des matrices : si A = (a’;) et B = (b*;), alors le produit
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P = (p';) — i étant 'indice de ligne et j I'indice de colonne — de sorte que

€ = P j&i
(retenir qu’on exprime les vecteurs de la nouvelle base en fonction des vecteurs de la base
initiale, ce qui semble raisonnable). Par suite, pour un vecteur v = v'e; = ©/¢; arbitraire,
les relations entre les £-composantes v* et les £-composantes ©* s’obtiennent en écrivant
0E; =vIp'ie; = v'e; : cela se traduit par le systeme d’équations :

v = olp;
(ot les anciennes composantes sont fonctions des nouvelles). Notons P~ = (¢*;) 'inverse
de la matrice P (i.e. p'x¢"; = §'; — symbole de Kronecker). Soit A = (a’;) la matrice d'un
endomorphisme (linéaire) ¢ de £ dans la base £ (i.e. ¥(¢;) = a'j¢;); alors,

Y(v) = a'jole; = a' (8707 )(0i€s) = (¢"sa"jp )07 Es

de sorte que la matrice de ¢ dans la base £ s’écrit
1) A=pPtAP
Soit £ : E x E - R une forme bilinéaire; par définition, les b;; := {(&;,¢;) sont les &-
composantes de §, de sorte que £(v,w) = v'w’b;; dés que v = v'¢; et w = w's;. Pour obtenir
les £-composantes b;; = £(€;,£5) de &, notons v = 0*¢; et w = w'é; ; alors il vient :

) E(v,w) = v'w'by; = (87" ) (WP )bij = 070 (' rbip s)
et finalement
3) bij = p'rbip’ s

Par convention appelons B = (b;;) (resp. B= (Bij)) la matrice de ¢ dans la base & (resp. &)
— i étant I'indice de ligne et j I'indice de colonne. Avec P* désignant la transposée de P,
nous pouvons traduire (3) en disant que la matrice de £ dans la base £ est

(4) B=P*BP
3. Dualité et dualité euclidienne

Le dual E* d’un R-espace vectoriel £/ de dimension finie n, est le R-espace vectoriel
des formes linéaires sur E (encore appelées covecteurs), i.e. des applications linéaires

a: E - R. L'espace E* est de dimension n et toute base £ = (¢1,...,¢,) de E est associée
a une base duale &' = (¢!,...,&") qui est la base de E* formées des covecteurs £' définis
par le systéme équations (c.f. [BG68, § 2.7 p. 75]) :

) (Vi) £'(g)) =6,

Maintenant, munissons E d'une structure euclidienne : cela signifie que nous fixons une
forme bilinéaire (u,v) = g(u,v) qui est a la fois symétrique (i.e. g(u,v) = g(v,u)), positive
(i.e. g(u,u) > 0) et définie (i.e. g(u,u) = 0 < wu = 0). Par définition, g est le produit
scalaire de l'espace euclidien E. Nous utiliserons aussi la notation spéciale (u|v) pour

)1/2

désigner la valeur de g(u,v); v~ |u| := (u|u)’" est une norme sur E qui fait de (E, || - |)

un espace de Banach. Soit £ = (e1,...,&,) une base (quelconque) de E. La symétrie de g

AB est la matrice (a’,b* ;). Par définition, la transposée de A = (a*;) est la matrice A* = (a;) t.q. @j = a?; :
lorsque K = C, la transposition A — A” fait de M, (R) une C*-algebre.



26 (2015) B.LA.A.no 100 Eric OLIVIER

(en tant que produit scalaire) se traduit par la symétrie de ses E-composantes g;; = g(€i, ;)
en ce sens que g;; = g;;.- D’autre part, les g;; permettent aussi de définir les £-composantes
covariantes v; € R (indice en bas) d’un vecteur v = v'e; en posant

(6) vi = g(€i,v) = g(ei,v7e5) = gijv!

(opération généralisée avec I'abaissement/relévement des indices tensoriels). Enfin, no-
tons que la structure euclidienne sur E détermine une classe spéciale de bases de E : ainsi,
€ = (e1,...,en) sera dite orthonormée si et seulement si g;; = g(;,¢5) = 6;; (symbole de
Kronecker, avec deux indices covariants).

Munir £ d"un produit scalaire g permet de voir la dualité entre F et E* comme une
isométrie involutive : nous parlerons dans ce cas de g-dualité. Pour voir cela, notons que
tout vecteur v est associé au covecteur v* = g(v, ) et réciproquement que tout covecteur «
est associé au vecteur a* t.q. o = g(a*,-). Etant déterminée par le produit scalaire g, 'opé-
ration v = v* (resp. a = a*) de E sur E* (resp. de £ sur E) est appelée g-transposition :
c’est une involution en ce sens que (v*)* = v et (a*)* = o, pour tout v € E et tout o € E*.

Remarque 3.1. (1) : Dans les notations de Dirac, un vecteur v se note comme un « ket » soit
v = |v) et le covecteur associé comme un « bra » soit v* = (v|. Si w est un deuxieme vecteur, on
retrouve I'expression du produit scalaire v* (w) = g(v, w) = (v|w).

(2) : Attention : étant donné € = (1, ..., &,) une base (quelconque) de E, le vecteur €' de la
base duale &' n’est pas en général égal & %. En fait I'égalité c' = &} n’a liew — pour tout i — que
dans le cas oi1 € est une base orthogonale.

L'espace E* est naturellement muni d’un produit scalaire (¢, 8) » ¢*(«, ), ot par
définition, ¢*(«, 8) = g(a*,*) : application v — v* est alors une isométrie de (E, g)
sur (E*,g*) dont l'isométrie réciproque est I’application o — «*. Par définition les &-
composantes de g* sont les

(7) g7 =g" (e €)

Rappelons que la base £ = (¢!,...,&") de E* se déduit de la base € = (1,...,5,) de E
par les relations de dualité en (5) qui sont indépendantes du produit scalaire sur E. Les
&’-composantes covariantes  a; d"un covecteur « sont les coordonnées de a dans la base
duale &', ce qui donne a = a;e’. De méme que pour les composantes contravariantes des

vecteurs en (6), les indices covariants des composantes d'un covecteur o peuvent étre
relevés en posant :

® o' =g () = 9" (€. = g

Les définitions que nous venons de poser peuvent paraitre abstraites (et elles le sont!) :
elles prennent cependant un sens avec la proposition suivante (voir aussi la Figure 1).

Proposition 3.2. Notons g;; (resp. g*) les composantes covariantes (resp. contravariantes) du
produit scalaire g d'un espace euclidien E rapporté a une base € = (e1,...,ey) et soit £ =
(el,...,e") la base duale associée i €. Si v; = g(g;,v) (resp. o' = g* (%, ) sont les composantes

6. Covariantes, car les indices sont en position inférieure : c.f. infra pour la signification tensorielle.
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covariantes (resp. contravariantes) de v = v'e; (resp. de o = c;e"), alors :

(i) : v =y et ot = a'e
(i1) : v=ve™ et a=a'el
(i) : e = gije' et & =glg

(iv) : gijg* =0 et  g(c¥ ) =0,
Preuve. (i) - (u) : D’apres (6) nous avons v*(z;j) = g(v,e;) = v'g(ei,e;) = v'gij = v;. Le
fait que v* = v;e’ se déduit de la définition des £’ en (5) : en effet, pour tout j :

(viei)(ej) =vie'(e;) = vid'; = vj =v"(g5)
La preuve de a* = a's; est analogue et (ii) découle de (i) par g-transposition.

(m) :AComme gj =g, en appliquqnt (i) il vient: e} = (gir6*;)e" = gije'. La preuve
de e/* = g"¢; est analogue. (En général ¢’ # ¢/, cette égalité n’ayant lieu (pour tout i) que
lorsque la base £ = (¢1,...,&,) est orthonormée, de sorte que dans ce cas g(e;, ;) = di;.)

(iv) : La g-dualité entre E et E* est involutive en ce sens que pour tout v € E nous
avons (v*)* = v : par suite, si les v’ sont les composantes contravariantes de v alors

. x . .
vieg=v=(v")" = (v gre’)" = (v grs)g”"e = 0" (grs9”")ei
Par suite, l'identité v* = v* ( Okj g’ Z) étant satisfaite pour tout ¢ et tout v € E, nous déduisons
que gi;g’" = 6. Pour la deuxieme identité de (iv), nous avons

9(e™ ;) = 9(9%er, ;) = g% gr; = 0%

V2™

e

v

FIGURE 1. Systéme de coordonnées covariant/contravariant relatif a une
base (quelconque) (¢1,¢2) de R? muni du produit scalaire ca-
nonique, g(-,-) = (-|-). Tout vecteur v se représente de deux
maniéres soient v = v'e; et v = v;e™. La deuxieme identité de
la partie (iv) de la Proposition 3.2 affirme que (¢"*|e;) = 6°; :
cela signifie que €' est un vecteur (de E) qui est orthogonal i
chacun des € des que j # i, avec (s“\ai) =1.
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4. Calcul tensoriel

Soient E et F' deux R-espaces vectoriels de dimensions respectives p et ¢ (finies). Le
produit tensoriel u ® v de u € E' et v € F est la forme linéaire sur E£* x F”* t.q.

u®v(€,¢) =u(§)v(()

Par définition le produit tensoriel de E et F est ’espace vectoriel noté £ ® F' qui est
engendré par les u ® v, pour (u,v) décrivant £ x F.Si € = (e1,...,ep) et F = (n1,...,1y)
sont respectivement des bases de F et F/, alors pour tout u = u’e; € E et tout v = v'n; € F,

u®v=uvie; ®n;
On peut alors montrer que les €; ® n; pour 1 <i <pet 1< j < forment une base de £ ® F'
notée £ ® F, de sorte que £/ ® F' est de dimension pq. Si E = F alors u ® v et v ® u sont

deux éléments de F' ® E =: ®* E : il est important de remarquer (et immédiat a vérifier)
que — mis a part le cas ol u et v sont proportionnels — nous avons

URUVFUVOU

Si H est un troisieme espace vectoriel de dimension r alors pour tout (u, v, w) € ExF x H,
nous posons u ® v ® w = (u ® v) ® w, ce qui permet de définir £ ® F' ® H. Il estimmédiat
de vérifier que le produit tensoriel est associatif, i.e. que (u® v) ® w = u ® (v ® w) ; ainsi,
le produit tensoriel d"'un nombre quelconque (fini) d’espace vectoriels (de dimensions
finies) se définit par une induction associative non commutative.

Un cas important est celui du produit tensoriel de copies de E et de son dual E* : un
élément de (RF F) ® (R? E™) =: ®”7 E est appelé un tenseur de valence (on dit aussi de
type) (p,q) sur E. Nous avons vu que toute base £ = (¢1,...,¢,) de E est associée a la
base duale £’ = (¢!,...,&") de E* par les relations en (5) : dans ce cas, les composantes
d’un tenseur 7' de valence (p, q) sur E sont les réels T ..; t.q:

T=T""; e, ® ®c @ @@
Remarque 4.1. Soit T un tenseur de valence (1,1) sur E et T"; ses composantes relativement

alabase € = (e1,...ey); alors les T; sont aussi les coefficients de la matrice (dans la base &) de
I'endomorphisme v de E qui a tout vecteur v = v'e; associe T" jv’¢;, soit encore que

w(e;) =T jei

La trace d'une matrice A = (a';) est le réel tr(A) = a';. Cette définition naive, nous
permet d’introduire la contraction d'indices pour les tenseurs : plus précisément, la contrac-
tion [11] : QP4 E » QP L471 F est définie par deux conditions soient, pour tout vy, ..., v, €
E (resp. ai,...oq € E¥):

(CO1) : [11](1)1 U2 ®Up®a ® (- ® aq) = Oél(Ul)(UQ ® QU0 ® -~-ozq)
etpourtout?,S e Q"1 E

(CO2) : [M (T +S) =[")(T) +["11(5)
Si E* est muni de la base duale de la base choisie pour E et si 72" . _.; sont les com-
posantes d'un tenseur 7' € ®”? F, alors la contraction ['1] de T s’écrit en composantes :

[11] (T)iz.uipjzqu = TiiQ'“ipZ.jijq
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De méme, pour tout 1 < 7 < p et tout 1 < s < ¢ il est possible de définir la contraction
["s] : @ E - LR ORI | y a donc pg contractions possibles définies sur ®”¢ E. Enfin,
rappelons que pour E rapporté a une base £ = (£1,...,6,), un tenseur 7 ¢ @1 F de
composante T"; est associé a une endomorphisme v de E, ot T"; soient les coefficients
de la matrice de ¢ dans la base £ (c.f. Remarque 4.1) : dans ce cas, I'unique contraction de
T s’identifie a un tenseur de ®° E, c’est-a-dire a un scalaire : ce scalaire correspond a la
trace de 1.

5. Variétés différentielles

5.1. Cartes et atlas. Un espace topologique M séparé et a base dénombrable’ est une
variété topologique de dimension n (> 1) s’il existe un atlas 2, i.e. une famille de couples
(U, x) ot chaque x : U -~ R™ est un homéomorphismes d’un ouvert Y/ de M sur un ouvert
de R", t.q. 'ensemble des ouverts I/ forme un recouvrement ouvert (localement fini) de
M et vérifiant la condition de compatibilité suivante : pour tout (U, xz) et (V,y) dans A
t.q. U n'V ne soit pas vide, 'application de changement de coordonnées x oy~ de y(U n'V)
sur (U nV) est un homéomorphisme. Dans la suite nous supposerons que M est une
variété différentielle lisse et orientable, ce qui signifie que tous les homéomorphismes
x oy ! définis ci-dessus sont des difféomorphismes C* préservant l'orientation de R”".
Nous dirons qu'un couple (U, x) formé d'un ouvert de M et d’une application x : U/ - R"
est un systeme de coordonnées sur M lorsque 'ensemble 2 u {(U/,x)} est lui méme un
atlas de M ; par définition® la carte associée a x est I'application X définie sur (i), a
valeur dans M et telle que X ox est I'identité de /. Enfin, une partie S de M est une sous-
variété différentielle de codimension d, si S est une variété différentielle de dimension
n — d et si tout point X de S appartient au domaine d"un systéme de coordonnées (U/, x)
de M, de sorte que x(U n S) = =(U) n (R"? x {0}%). Le théoréme du plongement de
Whitney (1936), nous permet de supposer, sans perte de généralités, que M est une sous-
variété de (ou encore plongée dans) 1'espace euclidien R pour un certain m > n.

5.2. Vecteurs tangents et dérivations directionnelles. Soit M une variété (lisse et orien-
table) de dimension n plongée dans I’espace euclidien ” R™. Nous notons C* (M) 'espace
vectoriel des applications f : M — R de classe C* sur M (i.e. pour tout systéme de co-
ordonnées (U, xz) de carte associée X, I'application f o X : (U) — R est de classe C*
sur (U) au sens usuel). L'application (lisse) 7 : [a;b] - R™ est un chemin de M si son
support est inclus dans M et si de plus elle est injective sur '’ Ja;b[; c’est un germe de
chemin en X si de plus a < 0 < b avec v(0) = X. Par définition l'espace tangent en X
est I'ensemble T'x M formé des dérivées en ¢ = 0 (au sens du calcul différentiel dans R™)
des germes de chemin de M en X. Par la structure de variété différentielle de M, chaque
Tx M est un sous-espace vectoriel de R de dimension n; si maintenant, ¢t — ~(t) et
t — v2(t) sont deux germes de chemin en X, dont les dérivées en ¢ = 0 sont toutes les

7. Un espace topologique est dit séparée lorsqu’il possede un sous ensemble dénombrable et dense; il
est a base dénombrable si chacun de ses points posséde une base de voisinage dénombrable.
8. Convention non universelle utilisée par Adrien Douady.
9. Le produit scalaire canonique de R™ sera toujours noté (:|-).
10. Le support v([a;b]) de v est une sous variété de M qui est lisse deés que vy(a) # v(b) (dans le cas ot
v(a) = ~(b) il faut regarder de plus pres).
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deux égales au vecteur v alors, pour tout f € C*°(M ), chaque application f o~y; est C* sur
un voisinage de 0 et les dérivées de f o~ (t) et fov;(t) prennent une valeur commune en
t = 0 notée v(f) : cette valeur s’'interpréte comme la dérivée directionnelle de f suivant
le vecteur tangent v. Il est facile de vérifier que I'application v(-) : C**(M) — R est une
dérivation en X, en ce sens qu’elle vérifie la regle de dérivation de Leibniz en X soit,
pour tout f,g e C*(M):

©) v(fg) = v()g(X) + f(X)v(g)

Le fibré tangent 7'M est I'union disjointe [[x Tx M des espaces tangents : c’est un sous-
ensemble de la grassmannienne ' Gr, (R™). Soit V une section du fibré tangent, i.e. une
application V : X » V|x de M dans TM t.q. V|x € TxM ; pour f : M - R, la valeur
de l'application V(f) : M — R prise en X est définie comme la dérivation direction-
nelle V|x(f) de f suivant V|x : alors la section V est dite C* si V(f) € C*(M) des que
f €C®(M) : c’est par définition un champ de vecteurs sur M. Nous notons T4(7M) I'en-
semble des champs de vecteurs sur M (la notation sera généralisée avec I'introduction
des champs de tenseurs : c.f. § 4) : il est facile de vérifier que T}(T'M) forme un espace
vectoriel. De plus, pour tout V € T4 (T M), Iapplication V(-) : f = V(f) est un endomor-
phisme de C* (M) : on déduit alors de (9) que l'application V(-) : C*°(M) — R est une
dérivation, en ce sens qu’elle vérifie la formule de dérivation de Leibniz soit, pour tout
fogeC=(a):

(10) V(f9)=V(fg+fV(g)

Les dérivations sur M —i.e. les endomorphismes de C* (M) satisfaisant 1'identité de Leib-
nitz — forment un espace vectoriel. L'application V' — V(-), qui a un champ de vecteurs
associe la dérivation correspondante, est une application linéaire injective (il est facile de
vérifier que V(f) = 0 pour tout f entraine que V est le champ nul). Dans la suite nous
identifierons toujours un champ de vecteurs V' avec la dérivation V'(-) : ainsi, pour tout
X e Met feC™(M),lanotation V|x (resp. V|x(f)) désigne un élément de T'x M et donc
un vecteur de R (resp. un réel qui représente la dérivée directionnelle de f suivant V|x)
alors que V(f) : X » V|x(f) est un élément de C*° (M ). Pour légitimer complétement
cette identification il faut montrer que la correspondance V' ~ V() entre champs de vec-
teurs et dérivations, est un isomorphisme d’espace vectoriel (le point difficile concernant
la surjectivité de I'application V ~ V' (-) est levée par le Lemme d’Hadamard '?).

5.3. Base holondme d’un systéeme de coordonnées. Soit (eq,...,e;,) la base canonique
de R™. Etant donné (U, x) un systeme de coordonnées de M et X €U nous notons 9;|x le
vecteur de T'x M associé au germe de chemin v; : t » X (a;(X )+ tei), ouX:xz(U) > R™
est la carte associée a x. L'application 0; : X ~ 0;|/X est un champ de vecteurs défini

11. La grassmannienne Gr, (R™) est ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension n de R™.
12. Soit U un ouvert de R™ étoilé en X = (z1,...,zx). Alors, pour f e C*(U) etY = (y1,...,yn) €U,

PO =100 = [T EFECty = X))t = S [ L (e - 0)a

Sifi(Y) = 01 %(X +t(Y - X ))dt, alors (théoreme de dérivation sous le signe intégral) les applications

Y + f;(Y) sont localement C*° en X = 0 et nous pouvons écrire : f(Y) = f(X) + Xy (vi — 1) fi(Y)
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sur > U : ’est le i-eme champ holondme associée a (U, x). Le fait que (d1]x,. .., dn|x)
soit une base de T'x M pour tout X €U, entraine que (91, ..., 0,) est une base du C*(U)-
module des champs de vecteurs sur ¢/. En d’autres termes, tout champ V € T}(T'M) est
associé a n-applications V' : U - R de C*(U) et t.q.'* V = V9; (identité valable sur ).
On dira que (01, ..., 0y) est la base holondme des U/-champs de vecteurs pour le systeme
de coordonnées (U, ). Supposons que (z!,...,z") soient les composantes cartésiennes
de z, en ce sens que z(X) = z'(X)e;, pour tout X € U. Alors (z'(X),...,z"(X)) sont
appelées les coordonnées locales de X pour le systeme de coordonnées (U, x) : en vue
des formules de changement de bases holondmes il sera avantageux de noter

0

Ozt

de sorte que 9;(f) = 0f/0x', pour tout f € C*(M). De plus, si f:=foX,alorsil y a une
identification entre 0; et la dérivation partielle (au sens usuel du calcul différentiel sur
x(U)) et qui se traduit par l'identité 0;|x (f) = df 92", des que z(X) = (2',...,2").

0;

5.4. Courbes intégrales d'un champ de vecteurs. Soit V' un champ de vecteurs sur une
variété M de dimension n, supposée plongée dans R™. Alors pour tout X € M, il existe
une unique courbe intégrale maximale ¢ — ¢!, (X) € M i.e. un chemin sur M définie sur
un intervalle ouvert Ix contenant 0, maximal pour l'inclusion et t.q

d
(1) V(X) =X et — 04 (X) =Vl (x)

la derniére identité ayant lieu pour tout ¢ € Ix. (En particulier le flot (maximal) ¢ —~ ¢!, (X)
d’un champ de vecteur V en X est un germe de chemin en X.) Considérons maintenant
que Y := ¢5,(X) pour s € Ix donné. Alors (exercice) ¢ — ¢}/*(X) est la solution maximale
du probléme de Cauchy en Y avec Iy = Ix —s. Par suite (unicité du probleme de Cauchy)
il vient ¢i*(X) = ¢},(Y") pour tout ¢ € Iy, soit encore :

(12) oV (X) = ¢y (61 (X))

L’identité (12) est la propriété (locale) de coclycle des courbes intégrales de V. Le champ
de vecteurs V est dit complet si et seulement si Ix = R, pour tout X € M. Du fait que
Iy: (x) = (Ix - s) dés que s € Iy, la complétude de V' est équivalente a I'existence d'un
e >0tq. Ix o] —e;¢[, pour tout X e M. Notons que si V est complet, (12) assure que
I'ensemble {¢!,(-) ; t € R} réalise un groupe de difféomorphismes (de M) a un parametre.

Le théoréme d’existence et d"unicité d"une solution maximale du probleme de Cau-
chy (sur un ouvert d'un espace vectoriel euclidien) s’adapte au cas des courbes intégrales
d’un champ de vecteurs défini sur une variété M plongée dans R™. Pour voir cela on peut
résoudre le probleme en coordonnées locales, ou encore supposer que le champ de vec-
teur est (au moins localement) la restriction a M d’un champ de vecteurs défini sur un
voisinage ouvert de M.

13. Cen’est pas un champ de vecteurs sur M, puisque la définition de 9; dépend du systéme de coordon-
nées (U, x) et que donc 9;|x n’est définie que pour X € U. . '
14. Nous utilisons ici les notations d’Einstein, de sorte que V*0; = ¥, V" 0;.
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6. Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

6.1. Crochet de lie comme dérivation. Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vec-
toriel et [-,-] : £ x E - E une application bilinéaire : I'algebre (E, [-,-]) est appelée une
algebre de Lie lorsque I'application bilinéaire [-, -] est un crochet de Lie, c’est-a-dite qu’elle
est antisymétrique (i.e. [u,v] = —[v, u]) et satisfait 'identité de Jacobi en ce sens que

(13) [w, [v,w]] + [w, [u,v]] + [v, [w,u]] = 0

(Lorsqu'il est non nul, le crochet de Lie n’est ni commutatif ni associatif '°.) Le modéle des
algebres de Lie est 'espace euclidien R? ot1 le crochet de Lie est le produit vectoriel [u,v] =
uxv. Nous allons voir que I’espace vectoriel des champs de vecteurs sur une variété M est

naturellement munie d'un crochet de Lie. Soient en effet U et V deux champs de vecteurs
sur M et tout pour f € C*(M) posons

[U. VI =UV()-V(U))

Il est clair que f — [U,V](f) est un endomorphisme linéaire de C*°(M ). Pour montrer
que [U, V] est un champ de vecteurs il reste donc a vérifier la regle de Leibniz : si g est
une autre fonction de C*° (M), alors

[U,V(f9) = ULV (f9)] - V[U(f9)]
= (U[vne+ 1)) - (V[u(Ha+ FU(9)))
= (UIV(H]g+V(HU(9) +U())V(9) + FULV(9)])-
(VIU(Dg+ UV (9)+ V(HU9) + FV[U(9)])

= (UVH]-VITO))g + F(UIV ()] - VIU(9)])

soit encore [U,V]|(fg) = [U,V](f)g + f[U,V](g). D’autre part, il est aussi facile de véri-
fier que [-,-] : THTM) x TH(T M) - TL(TM) est une application bilinéaire qui satisfait
l'identité de Jacobi et réalise donc un crochet de Lie sur T3 (T'M).

Proposition 6.1. (TL(T'M),[-,-]) est une algebre de Lie; lorsque le corchet de Lie [U, V] des
deux champs de vecteurs U et V is identiquement nul, on dit que U et V' commutent.

Le crochet de Lie [U, V] de deux champs de vecteurs est un champ de vecteurs qui
mesure le degré de non-commutativité des deux champs en question : le sens de cette
affirmation vient essentiellement du Lemme de Schwarz. Soit ¢/ un ouvert de R" — muni
de sa structure euclidienne et rapporté a la base canonique (es, ..., e,) ; rappelons que si
f=f(z'...,2") : U - Rest de classe C?, alors 'identité de commutation entre dérivées
partielles affirme que pour tout 1 < 7,5 <n

o B(E)- %)

Oxi\ 9z ) 023 \ Oz
Il est possible d’interpréter cette identité en terme de crochet de Lie en écrivant

(+) = [3.0;]=0

15. Suivant certaines définitions, et a cause de la non associativité du crochet de Lie, une algebre de Lie
peut ne pas étre considérée comme une algebre au sens strict.
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Ici, nous notons (9, ...,0,) la base holondme du systeme de coordonnées triviale de
l'ouvert U (i.e. I'identité de ) de sorte que 0;|x = e;, pour tout X € U. En général le
crochet de Lie [V,U] est non nul : on peut voir cela avec des champs de vecteurs sur
'ouvert U : dans ce cas, nous profitons du fait I'espace vectoriel T}(7U) des champs de
vecteurs sur U est un C* (U )-module de dimension n dont une base est la base holonéme
(01,...,0p).51U = Ud; et V = V'9; sont deux champs de vecteurs sur U/ alors d"une part

U(W)=(U'a)(Vio;) = U'a(V79;)
UH(0(V7)0; + VI0y;) = U'0,(V9)0; + UV

Comme d’autre part V(U) = V0;(U?)9;+VU’9;;, nous déduisons du Lemme de Schwarz
que la i-eme composante du crochet [U, V] est U'0;(V7) - V19, (U?).

Proposition 6.2. Soient U,V deux champs de vecteurs dont les composantes (en coordonnées)
sont respectivement U’ et V' : alors les composantes de [U, V'] sont

(14) [0,V] = (U'0:(V7) = V(U)o

6.2. Interprétation géométrique du crochet de Lie. Supposons que la variété M coincide
avec un ouvert de R et que x = (z,...,x™) est le systétme de coordonnées cartésiennes
(i.e. ; = 9/0x’ = e;). Etant donnés un point X de M fixé et U = U'e; un champ de vecteurs
sur M, la courbe intégrale ¢ — ¢!, (X) de U issue de X est déterminée comme 1'unique
solution en ¢ = (', ..., ™) du probléme de Cauchy :

(Pk
——==U"(p(t)) avec ¢(0)=X

15 vk
(15) (vk) =
Le développement de Taylor de w en 0 au second ordre s’écrit
2 12,k
(16) () 0= w0+ 0« L2 ) o)

Or (méthode d’Euler) d’apres (15) nous avons la condition initiale y(0) = X, de sorte que
pour t = 0 ’équation différentielle entraine que

do¥ A d%o d<p 5‘Uk
= (0)=UMNX = i
7 (0)=U"(X) et 72 (0) = =U
Soit alors € (suffisamment petit) et notons H = d) (X ): alors, d’apres (16)
k k k ()Uk 3
(17) HY=X"+eU"(X)+ (X)+(’)(s)

Si maintenant ¢ ~ ¢}, (H) est la courbe 1ntegrale d’un deuxiéme champ de vecteurs V =
V'e; (issue du point H), alors en notant [ := ¢5,(H), il vient (au second ordre en ¢) :

o (1) O

I* = H + VR (H) + ;;\ "(H

Pour nous ramener en X, nous utilisons (17) pour la Valeur de H" mais nous avons aussi,

eVF(H) = gvk(x + 5Ui(X)ei) +O() = eVF(X) + 52U’(X)a—Vk(X) +O(%)

et enfin

2 gyk . vk
i Y (1) + o) = 7‘ (xﬂ)‘]

(X)+0(e%)
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v(X)

J = 5 (K)

FIGURE 2. Soient t = ¢ (X) et t v ¢t (X) les courbes intégrales res-
pectives de deux champs de vecteurs U et V' issues d'un point
X quelconque de M. Si H = ¢3,(X) et I := ¢3,(H) (resp.
K = ¢5,(X) et I := ¢f;(J)), alors 'approximation I ~ J a
lieu au premier ordre en e, mais n’a pas liew au second ordre
en € (du moins, si U et V ne commutent pas). Dans tous les
cas le défaut géométrique de commutation des champs U et V
se traduit par un troisieme champ, i.e. le crochet de Lie [U, V']
de sorte qu’en X (et pour ¢ suffisamment petit) :

I=J=¢3 005 (X) =6 0 67 (X) =*[U, V][x + O(e?)

En regroupant ces développements nous obtenons (a partir de X et au second ordreene):

IF o= XFeeUR(X) + UZ(X)‘)Uk )
+5(Vk(X)+ eU’ 8Vk ) e v (X)d‘—(X’)+O(6 )

soit encore
(18) = XMae(UR0) +VE(D)

+& U’(X aVk

(Ul(X)a—Uk(X) Vl(X )+O(s3)

En notant K := ¢7,(X) et J = ¢{;(K), nous obtenons de maniére symétrique
(19) Jk = Xk+s(Vk(X) +U’“(X))

+62V1(X 8Uk

) ) k
+5 (V’(X)W(X) + UZ(X)%(X)) +0(e%)

et par suite

Ik - gk = (Ul(X) -(X) - Vl(X)a—W(X))+O(s)
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En reconnaissant les composantes du crochet de Lie de U et V' (c.f. (6.2) in Proposition 14)
et compte tenu des définitions des points I et J (de R™), nous pouvons finalement écrire :

(20) 07 0 65 (X) = 8 0 67 (X) = £°[U, V][x + O(")

Pour étendre (20) au cas des variétés, supposons maintenant que M est une variété de
dimension n plongée dans R™ et que U et V sont deux champs de vecteurs définies M.
Alors, pour tout X € M, il existe un voisinage de X (dans R™) pour lequel les champs de

vecteurs U et V sont les restrictions a M de champs de vecteurs définis sur un ouvert de
R™ : cela nous permet d’énoncer la proposition suivante.

Proposition 6.3. Soient M une variété de dimension n plongée dans R™ et V' et U deux champs
de vecteurs sur M ; sit — ¢k, (X) et t — ¢t (X) désignent respectivement les courbes intégrales
de U et V issues d’un point X quelconque de M, alors pour tout e suffisamment petit :

(21) 0 3G (X) = ¢ 0 $7(X) = *[U, V]Ix + O(e?)
7. Champs de tenseurs sur une variété

7.1. Changements de bases holonémes et co-holonémes. Soit M une variété de di-
mension n (plongée dans R™). Soit (01, ...,0y) la base holondme des coordonnées x =
(z!,...,2"). Rappelons que nous écrivons aussi 9; = 9/0x’, cette notation ayant ’avan-
tage de faire apparaitre les composantes cartésiennes z’ du systéme de coordonnées en
question; elle est aussi tres utilise pour traiter la question des changements de coordon-
nées, un point essentiel du calcul tensoriel. En effet, si & = (&',...,4") est un deuxiéme
systeme de coordonnées locales dont le domaine intersecte celui de x, alors nous avons
(dans l'intersection des domaines de x et ) :
g 0x* 0
2% 9z dan
Le changement de base holondmes est une traduction de 'expression du jacobien du

(22)

difféomorphisme de changement de systéme de coordonnées qui donne 'identité

oz 9z 5

03’ oz¢ " °
D’autre part, si Ty M désigne le dual de T'x M (i.e. 1’espace des formes linéaires sur T'’x M),
la base co-holonome (dz'|x, ..., dz"|x) des coordonnées locales = au point X, est la base
de T'5; M associée par dualité a la base holondme correspondante, avec :

, ) .

do'lx (53] ) =o'
On veérifie alors que si (da',...,d&"™) est la base co-holondme des coordonnées locales
&= (2',...,2") alors les formules de changement de bases co-holonome s’écrivent '°
(23) dz® = o dax®
ox?

16. La formule de changement co-holonéme est formellement consistante, mais il est instructif de la véri-
fier rigoureusement : ainsi, avec le changement de base d&“ = 0% ,dx, il vient :

0 o o[ 0xz® O . oz b( 0 ) . Oxb
= 0*,d — =0 d. — =0
:zﬂ) b (afg/’ 6azb) Yoa” " \oab ey

ce qui signifie que (*;) est la matrice inverse de (9’ /84”), c’est a dire que 8%y, = 9&° /9.

5 :dac“(
P)
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7.2. Champ de tenseurs. Par définition T} (T M) est I'espace vectoriel des champs de
tenseurs de valence (p, q) sur M : plus précisemment, un élément F de T,(T M) est une
section C* du fibré vectoriel [y ®”9Tx M qui s’exprime dans chaque systeme de coor-
données x = (x!,..., ") en écrivant
-0

1Jq Ot ®-® Oxtr
et ott les F1r; ., sont les x-composantes de F. Notons que T§(T'M) correspond a
I'espace des champs de vecteurs sur M (ce qui explique notre choix de notation initial du

F=Fai, ®dz’ ® - ® dz’?

§5.2) et que T(T'M) est I'espace des champs de covecteurs sur M, i.e. des 1-formes. Par
convention nous noterons T)(7'M) 'espace C* (M) des champs scalaires sur M.

En pratique, il y a deux conditions qui caractérisent les champs de tenseurs. Il y a
d’abord une condition de régularité : le tenseur F'|x s’identifie a une forme multilinéaire
t.q. pour tout V e X[ THT M) et € € xI TI(T M) fixés, 'application

X e Flx(Vlx,€&x)

est de classe C* sur M. La deuxiéme condition concerne la compatibilité 7 de I'expres-
sion du champ de tenseur relativement au coordonnées locales. C’est une généralisation
de la formule des changements de bases holondmes/co-holonémes en (22) et (23) : si

& =(2',...,2") est un deuxieme systéme de coordonnées locales alors
) ) . .
P S N ... Jp
1o iy ®® e dr’!! ® - @dx
_ (02" 02" ozt Ozl 0 0 15 L

F = Fi;

Par suite, si F"'""7,...s, sont les &-composantes de F', alors :

81/\:7,1 a(ipr ({).’E“ ({).’,UM il"‘ip
dxit  dxir 927 0z Tl
Regardons deux exemples importants. Si V' est un champ de vecteurs qui s’écrit V' =
V9/0x" dans la base holonéme d’un systeme de coordonnées x, alors les composantes V*
de V dans ce systeme de coordonnées sont les composantes (contravariantes) de V en tant
que tenseur. Si V = V79/02’ dans les coordonnées d’un autre systéme de coordonnées &,
alors le changement de bases holondmes (22) donne

d ,0x7 0 O

V=V_-—"—=VZ_ " it VI=V—_
ox* ox' oz’ S0t oxt

(24) Frl.“rpb’l"'b’q =

Notons encore que l'espace des p-formes différentielles s’identifie a S?,(TM ). Ainsi, en
partant (par exemple) de l’expression d"une 2-forme £ dans les coordonnées locales de x,
nous obtenons son expression dans les coordonnées de &, en écrivant

ox? ox? oz dx®
— a b — ~ 0 i B ﬂ I dedidadil ~Q A B
E=Epdx” @da” = &y (8.’%0‘ dz ) ® (8&36 dx ) (&%a PYY: fab) dz® ® dx

17. On parle aussi (Einstein, Weinberg,...) de propriété de covariance (avec une ambiguité relativement
a la dualité covariant/contravariant des tenseurs) : ainsi un opérateur différentiel qui est covariant est un
champ de tenseur.
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Si nous notons &, les composantes de £ dans les coordonnées locales de Z alors :

iy dx® oz’
25 = —— —— &,

Le lemme suivant est trés important en pratique.
Proposition 7.1. Soient M une variété de dimension n et F une forme multilinéaire définie sur
0 1
(X8 (rM)) < (XiTh(TM))

Alors F est un champ de tenseurs (p,q) si et seulement si F est C* (M )-multilinéaire (i.e.
C* (M)-linéaire suivant chacune des p + q entrées de F).

Preuve. Par définition, si F' est un champ de tenseurs (p,q) alors F est C* (M )-multili-
néaire. Pour la réciproque, considérons — pour simplifier — le cas p = ¢ = 1 et notons F'%,
les composantes de F' dans un systeme de coordonnées x : il s’agit de vérifier la formule
de compatibilité tensorielle lors du passage du systéme de coordonnées x a un autre
systéme 2 (dont le domaine intersecte celui de x). Pour voir cela, soit (£, V) € T)(T'M) x
TL(T M) : alors, en utilisant la C* (M )-bilinéarité de F, la définition de F°, et les formules
de changement de base holondme et co-holonéme dans (22) et (23) appliquées a V et £
respectivement, il vient avec ¢ = &,dz® = égdﬁ:ﬁ etV = V*9/0x® = V*0/0& :

F(V)=F (§bdmb,Vai) &VOF (dwb, 82@)

ox?
= gbVana
8.’.%8 23 8213(1 ~ b 28 f):i:‘ﬁ 81:“ b
- (s ve)rb, = e[ 22 9% g
( E)ac”§ ) ((9:?:“ ) < dxb oz

Ainsi, par définition des coefficients FP,, de F dans les coordonnées de &, nous obtenons
la propriété de compatibilité des tenseurs (1, 1), soit
o 0" oxo
8 b
(26) Fo= e ozt o
]

Corollaire 7.2. Soient M une variété de dimension n et F' : X[ THTM) — TH(TM) une
application multilinéaire et pour tout systeme x = (z',..., &™) : U — R™ de coordonnées locales,
soient Fjilmip :U — R les applications t.q.
0 0 ; 0

i .9
27) oo o) = Flivir g
Alors les FJ ir...i, sont les composantes d'un champ de tenseurs (1,q) si et seulement si F est
C*= (M )-multilinéaire (i.e. C*° (M )-linéaire sur les p entrées de F).

Remarque 7.3. Nous verrons (c.f. Définition 8.1 infra) qu’une connexion sur une variété M est
une application bilinéaire D : TL(TM) x TLTM) — TET M) qui est C° (M )-linéaire suivant
la premiere entrée, mais vérifiant une regle de Leibnitz sur la seconde entrée : plus précisément, si
U et V sont deux champs de vecteurs sur M et si f € C*°(M), alors

DU, fV)=U(f)V + fDy(V)
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Si g est une structure riemanienne sur M (c.f. § 9), alors l'application (c.f. Formule de Koszul en
(48))
(U,V.W) = g(D(U,V),W)

est une forme trilinéaire sur T5(T M), mais ce n’est pas un tenseur (0,3).

8. Dérivations covariantes et connexions

La variété M est de dimension n, plongée isométriquement dans R et nous consi-
dérons que x = (x!,...,x") est un systtme de coordonnées locales donné. Si f est un
champ scalaire sur M, alors les dérivées partielles 0f/0x* sont les composantes d'un
tenseur (0,1) (nous verrons ci-apres qu’il s’agit du gradient covariant de f) : en effet,
si& = (&',...,&") est une autre systeme de coordonnées locales, alors la formule de la
dérivée des fonctions composées donne directement la compatibilité tensorielle, i.e.

of of ox!
ox”  xh O

Maintenant, si V' est un champ de vecteurs de z-composantes V* alors les 0V* /0x" ne

sont pas les composantes d"un tenseur (1,1) : en effect, si V = V* sont les composantes

de V dans une autre systeme & de coordonnées locales, alors
0 fq 0 o,0xt 0 ~ o Ozt
Vh— =V =V*" =Ve ie. VO—=VV
oz "V o et oer ¢ Ve

Par suite

OVH ox¥ OVH 0 ( “ o Gm“) ove gzt . o &t
= = = +
oxv 0zf  O0xb  OzP oz® oxP oz“ o0xPoz”
et finalement

8) ove _ove ozt oa’ o, 0°xt 0z’
ozv 0P o0&~ Oxv 0200z O
Le deuxiéme terme de cette derniere somme n’étant pas nul, les 9V*/dz" ne sont pas les

composantes d'un tenseur (1,1). Grace a la notion de connexion, nous allons voir com-

ment, pour tout systeme de coordonnées locales x, chaque dérivation partielle 9/0x”
peut étre corrigée 18 en une dérivation partielle covariante ¥ soit D,,, de sorte que les
D, (V*) constituent les composantes d'un tenseur.

Définition 8.1. Soit M une variété différentielle de dimension n ; une connexion (affine) sur M
est une application R-bilinéaire (U, V) v Dy(V) de TLTM) x T{(TM) dans TL{(TM) t.q.
pour tout f € C*°(M) et U,V deux champs de vecteurs quelconques :

(29) Dy (V) = fDy(V)

(30) Dy (fV) UV + fDuy(V)

ie. U Dy (V) est C*(M)-linéaire et V — Dy (V') vérifie la régle de Leibniz. Les coefficients
de la connexion sont définis pour chaque systeme de coordonnées locales comme les fonctions I'? ,,,
définies (localement) de sorte que Dy, (9y) = T, 0k.

18. Nous verrons qu'il n’y a pas une maniére unique de corriger les dérivations partielles en dérivations
covariantes : cela est a relier au fait (c.f. § 11) que les connexions forment un sous-espace affine (strict) de
I'espace des applications linéaires de (T M) x T4(T M) dans To(TM).

19. Une dérivation partielle covariante n’est pas une dérivation au sens strict, du fait qu’elle n’est pas
associée a un champ de vecteurs (méme local comme c’est le cas pour les dérivation partielles).
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Soit D une connexion sur M ; alors pour V fixé, les coefficients de D nous permettent
d’écrire (en coordonnées)

Dy (V) =U"Dgy, (V"0,) 3

U (W By +V Ff,waf)

oz,

U+ (ZV Oy, + VUIWMU&,) =UH (gv + V"F”W)&,
T, Ty

U* (W 8, + V' Dy, (8, ))

Par définition les dérivées partielles covariantes des x-composantes de V' sont les

ovH
(31) D, (V¥) = + VT,
Oxv
Par le Corollaire 7.2, la C*°(M)-linéarité des applications partielles U ~ Dy (V) nous
permet d’énoncer la propriété essentielle des dérivations covariantes d'une connexion.

Proposition 8.2. Soit D une connexion sur M ; si V est un champ de vecteur de x-composantes
V' alors les dérivées partielles covariantes D, (V") sont les composantes d'un tenseur (1,1) t.q.

Dy, (V) = D(V")D,

Admettons provisoirement 1’existence d"une connexion D et soient I'#,,, (resp. f“g,,)
ses coefficients dans un systéme de coordonnées x = (', ..., x") (resp. & = (&',...2")).
Pour V' un champ de vecteurs fixé, nous utilisons la compatibilité tensorielle des dérivées
covariantes D, (V*#) définie en (31), de sorte que par (28)

ava oxr oz’ . 9%zt 0zP ove . oz O’
D, (V*) = @ VorH,, = Vore,
V) = 557 055w * ¥ 9aP05° dav * (a@ﬁ " 5) 0z~ OV
soit, aprés simplification, et du fait que V7 = V(dx7 /02"),
. 0Pzt 9zP . 0x” ey Ozt O2P
Ve Ve I, =V, 3———
0&P0%° oz | 0&" 5 9% D
soit encore
R 2 o fd S0 . o 950
e ozt 0z e 0z’ 0x 8:1: VUFQJB

oxBoT* Ot ox* dxH 8:1:/3
Le champ de vecteur V étant arbitraire, nous obtenons le systeme d’identités
P*xr 0x* 8::3 oz ox”
"o = 0&P0%" Dk 0% Dzh 8:c5
Ces identités montrent que les coefficients de connexion I'*,,, ne sont pas les composantes
d’un tenseur (1,2) (comme la notation pourrait le laisser suggérer).

(32)

Proposition 8.3. Supposons que chaque systéme de coordonnées x : U — R sur M est associée a
une famille de fonctions C? ., (-|x) : U — R supposées lisses ; si la condition de compatibilité

Pzt 9z*  dx° 0z Oz
33 C%s(-2) = CF o (-
(33) s(12) 0xB oz Ot " oz Ozt OB ()

est satisfaite des que les domaines de x et de & s’intersectent, alors les C? ,,(-|x) sont les coeffi-
cients d'une connexion D sur M dans le systeme de coordonnées x.
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Preuve. Soient « et & deux systémes de coordonnées dont les domaines s’intersectent;
dans le suite nous noterons simplement €7, = C7?,,(-|x) et C’agg = C%,5(|&). Etant
donné V = V¥9/8x" = V#5/0&” un champ de vecteur, nous voulons démontrer la for-
mule de compatibilité tensorielle, soit :

(34)

v © 948 8
(8V ox' 0x” OV +V’YCBW

g TV )3737 = 9%

Comme V” = VA(dx"|0z") nous avons

(35)

ovr VY oE® 9 ( 5836”) 0 _oVP oz’ 0" 5 OPx” 0"
Azt 0z dxrt  Oz® oxP) oz 9z 928 Ozt O 28 Oxh

Nous pouvons maintenant transformer le membre de droite de (34) :

vy .\ Ozt 9P ovPox” 0z .5 0%’ 0&" .0z ., \Oz" 0z’
( +VCUM)W_ = o + V= C% | a7y
oxt 0x* Oxv 0z® 93P Oxt 92 1P Ozt ox" o0z Oxv
ovh 5 0% 92° . 0x” 9zt 93°
= StV +Vi—S o o
ox 9x%4P Oxv ox" 0z® dxv
ove . 8%z &P . 0z 0zt 0zP
= — + VT — + V7 —— o
ox” o0x*z" Oxv ox" 0z dxv
ove . 9%z 0z’ 0x oxt 0"
= S0 + V’y O * 5 ~ 0 o
ox ox°z” Oxv 0z 0z~ Oxv
ove .
e + VA’C'ﬁw
ot nous avons utilisé la formule (33) de compatibilité. Ainsi les
v 8VV g 14
D,(V"):= S +V9C 5,

sont les composantes d'un tenseur (1, 1). La conclusion vient facilement en vérifiant que
(U, V)= Dy(V)=U"D,(V")0, est une connexion t.q. Dy, (9,) = C 1,05
O

9. Variétés pseudo-riemanniennes et connexion de Levi-Civita

Sans aborder le probleme de l'existence, nous avons vu comment s’articulent les no-
tions de dérivations covariantes et de connexions sur une variété M — chacune d’elle
pouvant se déduire de l'autre et réciproquement. Cependant, mis a part I'idée initiale
(un peu vague) consistant a chercher une version covariante des dérivées partielles des
composantes des champs de vecteurs, il est difficile de se faire une idée précise de I'intérét
de ces notions : ceci viendra avec la caractérisation des géodésiques (pour le lagrangien
inertiel) par le transport parallele (c.f. § 12). Dans cette section, nous définissons la notion
de variété pseudo-riemannienne : la métrique nous permet alors de définir successive-
ment les symboles de Christoffel puis la connexion de Levi-Civita comme la connexion
dont les coefficients coincident avec les symboles de Christoffel. Nous verrons au § 11 en
quel sens la connexion de Levi-Civita d"une variété pseudo-riemannienne est caractérisée
par deux conditions, a savoir l'absence de torsion et la compatibilité avec la métrique.
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9.1. Structures pseudo-riemanniennes. Soit M une variété de dimension n (qu’on sup-
pose toujours plongée dans R™) et g un tenseur de valence (0,2) : alors g est une mé-
trique pseudo-riemannienne sur M — on dit aussi que (M, g) est une variété pseudo-
riemannienne -si (1) : g est symétrique, en ce sens que g(U, V') = g(V, U), pour tout couple
(U, V) de champs de vecteurs sur M et (2) : g est non dégénéré, ce qu'on peut traduire
en disant que pour tout X € M et tout systéme de coordonnées « en X, le déterminant
de la matrice”’ G := (g;;(X)) est non nul. Par le Théoréme Spectral, il existe une matrice
orthogonale P (dépendant de X) et une matrice diagonale diag(\1, ..., \,) (a coefficients
diagonaux dépendant aussi de X) t.q. D = P~'G P. La signature de g (en X) est le couple
d’entiers (p,q) t.q. p+ ¢ = n et ol p (resp. ¢) est le nombre de \; qui sont négatifs (resp.
positifs) : on montre que la signature de g en X ne dépend pas de X et c’est par définition
la signature de g. La métrique g est dite riemannienne si sa signature est égale a (0,n) :
cela signifie que la restriction g|x a T'x (M) est un produit scalaire euclidien ; dans ce cas,
il n’y a pas de perte de généralité a supposer>' que (M, g) est isométriquement plongée
dans R (muni de sa structure euclidienne canonique), c’est-a-dire que g|x coincide avec
le produit scalaire induit par la structure euclidienne de R™ sur T’x M. Un cas important
pour la relativité générale est celui ot (M, g) est de dimension 4 et de signature * (1, 3)
ou (3,1) : on parle alors de variété lorentzienne.

9.2. Abaissement/relévement des indices tensoriels. De méme qu’un produit scalaire
euclidien sur un espace vectoriel E, permet de définir le relevement/abaissement des
indices covariants/contravariants d’un tenseur (c.f. indications en § 3), une structure
pseudo-riemannienne g sur M autorise le relevement/abaissement des indices cova-
riants/contravariants des composantes des champs de tenseurs. Nous ne présentons pas
formellement 1'utilisation de cette technique, préférant plutdot donner un exemple d’ap-
plication. Supposons donc que (M, g) est une variété pseudo-riemannienne et soit £’ un
tenseur de valence (1,p); alors, pour tout X € M, il existe une application p-linéaire F|x

de X’f Tx M et avaleurs dans T'x M telle que pour tout iy,. .., i,
~ 0 0 - 0
F — ., — | =F i (X)) —
bx (axu’ ’&EZP) i) B
ot les FJ i1...i, sont les z-composantes de F'. Alors, en posant
0 ~( O 0 o 0 4 4
P B v YN (L YN -
(36) Fzz1...zp . g(awiaF(axila-“a 3wip)) g(ax/j an)F i1...0p gng i1...0p

(abaissement de l'indice contravariant) nous définissons les x-composantes d'un champ
de tenseurs (0,p + 1). Maintenant (c.f. (7) et Proposition 3.2), si nous notons ¢* le (2,0)
tenseur t.q. (pour tout X) (¢%)|x = (g|x)*, alors les z-composantes de g* sont les g% t.q.
GF g = 6 j; alors nous pouvons démontrer de maniere analogue a (36) que (relevement
du premier indice covariant) :

Fliy iy =97 F

i1 dp

20. Matrice, en tant que simple tableau n x n de nombres réels, i.e. un élément de M, (R).
21. D’apres le Théoréeme de Plongement de Nash (1954-56) [Nas54, Nas56].
22. On trouve aussi la notation (- + + +) pour la signature (1,3) et (- — — +) pour la signature (3, 1).
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9.3. Symboles de Christoffel. Soit (), g) est une variété riemannienne de dimension n
plongée isométriquement dans R"" (nous traiterons ultérieurement le cas pseudo-rieman-

,z™) (pour

,2") € x(U)) les m composantes cartésiennes de la carte X asso-

nien). Etant donné (i, ) un systéme de coordonnées, nous notons X" (!,
v=1,...,metz = (!,
ciée a = (et considérée comme une application de = (/) a valeurs dans 1’espace ambiant

R™). Alors par définition de (01, ...,0,) (base holonome de x) et de (ey,...,ey,) (base

canonique de R™), nous avons pour X = X (z!,...,2")
0X ~ KoxV
Oulx = T 2 G Bk Y

v=1

De méme que X, les différentielles partielles X /0x* sont des applications de (i) dans
R™ : cela nous permet de définir les différentielles partielles secondes

’?X 0 (aX)

ortdzv Oz \dxv

Soit V = V#9, un champ de vecteurs et posons V := V o X (resp. V* = V* o X)) : ainsi,
V est une application définie sur un ouvert de R” (i.e. z({/)), a valeur dans R™ (I'espace
ambiant de M) qui de plus vérifie V(z) = V|x € TxM deés que = = z(X). Du fait que
dy|x = 0X [0z, il vient V(x) = V¥(2)8X [dz" et en appliquant la différentielle (usuelle)
du produit nous obtenons

WV _VIOX o, 7 (a) *X
dxk  dxh dxv OzHoxV

Le premier terme est dans Tx M, mais pas nécessairement le second. Par définition, Les

(37)

symboles de Christoffel dans les coordonnées locales d’un systéme de coordonnées «x :
U - R" sont les applications C*,,, : U — R t.q. nous ayons

’X 0X
9) (o) (g - CluX) 5 |2X ) 0
D’une part, nous tirons de (38) que
*X |ox 0X |0X
(39) (%WV axg) (W )CAW(X(m)) s G (X (2))

oll G = g;j o X. Mais d’autre part, du fait que G5 = (0X /02%|0X [0z") il vient aussi

oG\ ’PX X . X o2
ozr  \ozrdxv oz OxV | OxrOx?
0, _ | X |ox)_[ox| @
drv | 9xvox>|dxr Ox | OxvOxt
0Gw _ | 0°X |0x\ [0X| o°
ar* \ 9z 9zt |dzv Oz | O OxV
soit encore avec (39)
0G,n  OCGy, G, .| X |0X\ \
Oxt " orv  dx*  \Oxrdxv |0z _QGMC p (X (2))
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et finalement (en terme des fonctions définies dans le domaine du systéeme de coordon-
nées considéré)

(40) Cuw = 50 (Oulve) + 0 0) ~ 0o (1)

Nous transformons (37) en écrivant
oV V' OX(z) N X 92X ) 5X
oo W X —_— - v X -
Hxh orh OV +V (x)(C o (x))c%r)\ My Cru( (:c))@x)\
B (avv

oz

0?°X A\ 0X
;- Ol (X (@)
OxHOx Oz
qui est la décomposition de 9V /dz* suivant Tx M et son orthogonal. Cette présentation
(valable pour une variété riemannienne de dimension 7 et plongée isométriquement dans
R™), nous permet de poser la définition suivante (dans le cas pseudo-riemannien) :

TC X)) 55 7

Définition 9.1. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension n ; alors,
(i) : en coordonnées, les symboles de Christoffel de premiere espece sont les Cyu :U —~ R g

C)\HV = %(au(gau) + au(gw) - acf(g;w))

(ii) : en coordonnées, les symboles de Christoffel de deuxieme espece sont les G : U - R t.q
1
A A A
C wr =9 UCfr/w = 59 U(au(gou) + 81/(9#(?) - acr(gw/))

Par des calculs directs utilisant la symétrie du tenseur métrique nous pouvons dé-
montrer (exercice) les propriétés suivantes du symboles de Christoffel. Nous verrons (c.f.
Proposition 10.1) que ces propriétés s’interpretent en correspondance avec des propriétés
spécifiques portant sur les connexions (c.f. carte mentale in Fig. 3).

Proposition 9.2. Les symboles de Christoffel vérifient

(41) Cw = Cu
(42) Coww = Cow
(43) 95(9) = Cuvo+ Copo
(44) 95(9u) = Cuov+ Crou

Théoreme 9.3. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension n ; alors I'application
(U, V) = vy (V) s’exprimant en coordonnées locales par

vu(V) =U"v,.(V")0, o v, V=9,V +V (",
définit une connexion sur M dont les coefficients coincident avec les symboles de Christoffel, i.e.
Vau (81/) = Coyuao

Par définition D est la connexion de Levi-Civita.
Par la Proposition 8.3, le Théoréme 9.3 est une corollaire de la proposition suivante.
Proposition 9.4. Si Cean ( resp. CVQB) sont les symboles de Christoffel en a (resp. &), alors

0z 0x® Oxb Cou s oz’ 9*x¢
dxe 92° 938 2 " dx¢ 93°04”

(45) Clas =
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Preuve. Par définition, nous avons respectivement
e _ 1 cqf09a  09gda  Ogap M,a 99ss  09as  OFap
C ab = o + - C OLB + — — —
2 ox, Oxp, Oxg ox, Oxg O
(ou le marque les symboles dans le coordonnées locales de &). Le changement de

variables sur le tenseur métrique donne

0z 9z’ ot gof o 07" ozl
JaB = By 8@69(1}) g = 9z a:Bbg

"namn

Par suite
Lio (Z) - 1 021 08" g\ O_ (02’ 0=’
29 \oa.) = 2\ 0zc 00! ) 03, \ 92° 030 O
_ 1(0a7 08 L\( 0 (0ahoat) o' dx’ 0z Ogu
= 2\ oz 00! )\ 0z, \ 527 02° ) T 92P 02 0&° o,
_ 1(0a70a") 0 (02’ 0x’) .. 07 Oz’ Oa Cd(agbd)
N oz 0z | 02y \ 92° 02° bF 0x° 93P 0z 29 oz,
_ Lf0a"0a’\( 2" ox' 0x" 9%z' \ 0& g’ Oa 1cd(agbd
- 2\ 0zb 9xd \ 93,028 02°  03° 02,0%° )  Oz° 9zf 0x* 27 \ Oa,
_ Lf0i" ab 03 O | 0&) 9 Ox" Cd(agbd)
- 2\ 02 92 ,04° 0z 9 ,0%° " oae 928 0x° oz,

et par un calcul analogue

1.5 [ O9as 1 (02" 9%z  0z° 0t &Y dxb dx (1 (8gbd)
597 5. S\ o + | 59
2 Oz ozt 9z,02° 0zt 9z,0%° Ox¢ ozP 02>\ 2

lwé(agaﬁ) _ Lf0x" Pab 0z’ 9Pzt | 0a7 O’ Oa lcd(ﬁgbd)
27 \ozs ) = 2\ 0a 0%2,02° 0z 9z,0%°) Oz 9z° 0z 27

Nous obtenons (45) en additionnant les trois équations.

10. Torsion et g-compatibilité d’une connexion

Soit (U,V') = Dy(V') une connexion (affine); alors D est dite sans torsion lorsque
pour tous champs de vecteurs U,V :

(46) Dy(V)-Dy(U) =[U,V]

De plus, lorsque g est une métrique pseudo-riemannienne sur M, alors D est dite métri-
que ou encore g-compatible, si pour tout triplet (U, V, W) de champs de vecteurs sur M,
I'identité suivante est satisfaite, soit :

(47) U(g(V.W)) = g(Dy(V),W) +g(V,Dy(W))

La propriété de g-compatibilité en (47) posséde une belle symétrie formelle : plus concre-
tement, nous verrons (c.f. § 12) qu’elle est la condition assurant la propriété d’isométrie
du transport parallele. A ce stade, un premier indice de I'importance de la g-compatibilité
est donné par le Théoreme d’existence et d’unicité de Koszul (c.f. Théoreme 11.2).

)
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CD : sans torsiorD<—><Fa pv = FO-I/,U/D
(D : métrique < D(g) = 0}—»(30 (g'uy) = Fuya + Fu;w)

FIGURE 3. Traduction de l'absence de torsion et de la g-compatibilité
d’une connexion D sur les coefficients I'? ,,, et T' ...

Proposition 10.1. Soit M une variété de dimension n munie d'une connexion D de coefficient
I'?,,, ; alors (i) : D est sans torsion si et seulement si les coefficients I'? ,,,, sont symétriques, i.e. :

%0 =T%,
(1) : si de plus g est une structure riemannienne sur M, alors D est métrique si et seulement si
80 (g;w) = Fuua + Fz/ua
(ott par définition nous avons posé I' 6 := gul“vo).

Preuve. (i) : Etant donnés U et V deux champs de vecteurs sur M, il vient :

UM(Du(V")) = VI(Du(U")) = UM(0u(V¥) + VT e,) = V(8. (U") + UT", )
U 8,(V") = VFO,(U") + UFV T, - VFUTY,,

(U V] + UMV - T )

(ii) : Etant donnés U,V et W trois champs de vecteurs sur M, il vient :
g(Du(V), W) +g(V. Du(W))
= U0, (V") + VT )gu W + U7 (85 (WH) + W 5 ) gy V"
= U0, (V") gu W + VIV gy W 4 VT g, W+ V¥ g,0,0,(W1))
(
(
(

= U (9 (V") g W + VH (90T o + gD )WY + V7 5,00 (W)

= U0, (V") g W + VIT 4y W + VI o gu WY+ VY g,,0,(W1))

= U0, (V") gu W + VIT g W + VIT o gy WY + V¥ g,,0,(W"))
= U (0 (V") g W + VF 0, (g0 )W + V" G000 (W)} + VIW? (Do + Tpr = Do (1))
= U706 (V'guW") + VWY (Dopio + Do = 05 (g1 )
Cependant, nous avons aussi
U(g(V,W)) = U(V¥g W*) = U7 0, (Vg ")
ce qui donne finalement

U(g(v,W)) = g(Du(vV), W) + g(V, Du(W)) = VW (Vi + s = 0 (910
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11. Théoréme d’existence et d’unicité de Koszul

Il existe une présentation algébrique tres simple de la connexion de Levi-Civita due
a Koszul [Kos50]. Le point de départ est le fait que 'ensemble des connexions sur M
(s’il n’est pas vide!) est une sous-espace affine de 'espace vectoriel des applications R-
bilinéaire sur T} (7T M). En effet, soit B(TM) := [ xey B(Tx M), ott B(Tx M) 'espace des
applications R-bilinéaires de T'x M. Une forme de connexion sur M est par définition une
section © : X — O|x de B(T'M) qui est C* : I'ensemble des formes de connexion est
un espace vectoriel identifié a 'espace des applications C** (M )-bilinéaires sur T4 (T M) :
ainsi, si © est une forme de connexion alors, pour tout f € C*°(M),

O(fV.W) = fo(v,W) =e(V, fW)
et par suite (régle de Leibniz) une forme de connexion n’est pas une connexion.

Proposition 11.1. L’ensemble des connexions sur M est un espace affine dont la base vectorielle
est I'espace vectoriel des formes de connexion sur M.

Preuve. Soient D™ et D) deux connexions affines : pour V,W e TL(TM) et f e C®(M)
on a d'une part D;l‘g(W) - D;Z‘E(W) = f(DE}) (W) - DE/Q) (W)) et que d’autre part,

(DY - D) (fw) = (V(HW + FDPW) = (V(H)W + FDPW) = f(DPW - DPW)

Cela montre que la différence de deux connexions est une forme de connexion.
ad

Théoreme 11.2 (Koszul). Toute variété pseudo-riemannienne (M, g) est associée a une unique
connexion V — appelée connexion de Levi-Civita — et caractérisée par le fait que (1) : V est sans
torsion et (2) : g est paralléle (i.e. V est métrique). De plus, la connexion de Levi-Civita est entie-
rement déterminée par la formule de Koszul affirmant que pour tout V,W € TH(T M)

(48) 20(Vo(V), W) = U(g(V,W))+V(g(W,0)) =W (g(U,V)) +
g([U,V],W)+g(|:VV,U:|,V)—g([V,W],U)

Preuve. Montrons d’abord 1'unicité de la connexion de Levi-Civita. Comme V est g-
compatible, nous avons pour tous champs de vecteurs U, V et W,

U(g(v.w)) = g(Vu(V), W) +g(V,Vu(W))
V(g(W.0)) = g(vv(W),U)+g(W, Vv (U))
W(g(U,V)) = g(VwU,V)+g(U,Vw (V)

En retranchant la troisiéme identité a la somme des deux premieres, il vient :
49 U(g(v,m)+V(g(W, 1)) -W(g(U,V)) = g(Vo(V)+vv(U), W)+
g(Vo (W) - vw(U), V) +

Q(VV(W) _VW(V)aU)
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D’autre part, la torsion de Vv étant nulle I'identité (49) se simplifie :

20(Vo(V), W) = U(g(V,W))+V(g(W,0)) - W (g(U.V)) +
(U V], W) + g([W,U],V) - g([V, W], U)

o1 on reconnait la formule de Koszul en (48). Par non dégénérescence de g, la connexion
V est uniquement déterminée de sorte que si U et V sont deux champs de vecteurs sur
M, le champ Vi (V') est définit comme I'unique champ de vecteurs sur M vérifiant (48).
Pour 1’existence, montrons que la formule de Koszul définissant v/ (V') fait de V une
connexion g-compatible et sans torsion. D’abord, pour toutes fonctions f :

20(Vu(fV), W) = U(g(v, W)+ (FV)(a(W,0)) =W (g(U, FV)) +
g([U, fVI, W)+ g([W, U], fV) = g([fV. W], U)
= U(f)-g(V,W)=W(f)-g(U,V) +U(f) - g(V, W) +
W(f)-gUV)+f-29(vu(V),W)
= 2(U().V + fYu(V), W)
20(V VW) = (FU)(g(V,W)) +V(g(W, FU)) = W(g(fU,V)) +
g([fU V], W) + g([W; fUL,V) - g([V, W], fU)
= V(N g(W0)=W(f) - g(U,V) - V() g(U,W) +
W () 9(U,V) + f-29(Vu(V), W)
= 29(fvu(V),W)

D’autre part, V est bien sans torsion :
29(Vu (V) - v (U), W)

U(g(v, W) +V (g(W,0)) =W (g(U, V) + g([U, V. W) + g([W, UL, V) = g([V, W], U)

V(g W) = U(g(W, V) + W(g(V,0)) = g([V,UL,W) = g([W, V], U) + g([U, W], V)
29([U, V], W)

Enfin, V est bien g-compatible :
29(Vu (V), W) +29(V, Vi (W)
= U(gv,w)) +V(g(W.0)) =W (g(U,V)) + g([U, V], W) + g([W, U], V) - g([V, W], U)
+U(g(W, V) + W (g(V,0)) = V(g(U, W) + g([U W], V) + g([V, UL, W) = g([W, V],U)
= 20(g(v, W)
O

Remarque 11.3. Nous avons initialement défini V comme la connexion dont les coefficients
%, coincident avec les symboles de Christoffel CFy; (c.f. Définition 9.1 et Théoréme 9.3). Nous
pouvons cependant retrouver directement ce résultat par la formule de Koszul donnée en (48) : en
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effet, si (O, ...,0n) est une base holonome et si (U, V, W) = (0;, 0, Oy) alors,
QQ(Vai(aj):ak) = 3¢(9(3j,3k)) + 3j(9(3k,3i)) - 3k(9(<9i,3j)) +
9(10:-0,1,0x) + 9( [0k, 0:1,0;) - 9([0;, 041, &)

et comme [0;,0;] = 0, nous retrouvons
1 1
9iel “ji = §6i(g(aj)ak)) + 5j(9(3k, 3z‘)) - 3k(9(3i, 33‘)) = 5(31'(9]‘10 +0;(gki) - 3k(9z'j))

12. Transport parallele

Soit M une variété de dimension n plongée dans 1’espace R"™. Etant donné v : [a;b] —
M un chemin sur M, nous dirons que l'application V' : t = V(t) de [a;b] dans R est une
champ de vecteur le long de 7 si elle est C* et si V(t) € T, )M, pour tout a < t < b.
Toute connexion D sur M est associée a un transport paralléle le long des chemins sur
M. Avant de définir cette notion, nous commencons par un cas particulier, pour lequel
7(t) coincide avec la position ¢};(X) de la courbe intégrale d’un champ de vecteur U au
temps ¢ et de position initiale X et ot V() coincide avec la valeur V|, prise par un
deuxieme champ de vecteur V sur M. En posant

DV (t)
o = DoV

nous définissons un nouveau champ de vecteur le long de v et qui — en un sens — est

(50)

dérivé de V (t). Pour allez un peu plus loin, remarquons qu’en se placant dans n’importe
quel systeme z = (z',...,2") de coordonnées locales, les propriétés de la connexion D
(dont nous notons I'? ,,, les coefficients), nous donnent :

Dy(V) = (U9, (V) + UV¥T )0,

Maintenant nous notons (v!(¢),...,7"(t)) les composantes cartésiennes de z(7(t)) ; alors
du fait que v(¢) = ¢},(X), nous avons U*(v(t)) = 4#(t). Par suite, en notant (abusive-
ment) V(t) := V(y(t)), i.e. V¥ (t) := V¥ (y(t)), il vient> :

Dyl = (3 (00, (V7) + OV (T (1(£)) ) 05

soit encore, d’apres la notation en (50)

PV _ (1) 5 v 00 (4(0) )2

Cette introduction nous permet de poser la définition suivante :

Définition 12.1. Soit D une connexion sur M ; alors, tout champ de vecteurs t — V (t) le long
d’un chemin ~y : [a;b] — M est associé a un champ de vecteurs t — DV (t)/dt le long de ~ t.q
pour tout systeme = = (x',...x") de coordonnées locales (dont le domaine contient y(t))
DV(t) ro iy v o
= = (V@ A OV O (1(0)) s o

23. Pour tout fonction ¢ — «(t) de la variable réelle et a valeurs dans R™, nous utilisons la notation de
Newton &(t) := da/dt (indépendamment du nom de la variable réelle).
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et ot (Y(t),...7"(t)) sont les coordonnées cartésiennes de x(~(t)). Par définition t — V (t) est
transporté parallelement le long de ~ ssi DV (t)/dt = 0, pour tout a <t <b; en coordonnées :

DV (t)

a

L’ensemble T} (7', M) des champs de vecteurs le long d’un chemin ¢ ~ ~(t) sur M est

0 < (Vo) V7@t +5" &)V )7 (y(t)) =0

un espace vectoriel : il est facile de vérifier que la dérivation covariante D/dt : T5(T, M) -
(T, M) le long de  associée a la connexion D est une application R-linéaire qui vérifie
la regle de Leibnitz, i.e. pour toute application lisse ¢ — «(t) € R et pour tout champ de
vecteur V; le long de v :

PUOVED _ siyv ) + a( 2o
Le champ du vecteur vitesse ¢ — dvy/dt est un champ de vecteur le long de v alors que
l'accélération t + d?y/dt? (calculée dans l’espace ambient R™) n’en est pas nécessaire-
ment un. D’autre part, le champ du vecteur vitesse t — dvy/dt le long de  est transporté
parallelement par v si et seulement si

(51) (o) A7() + 3" (D7 (DT (v(1)) = 0

Nous verrons (c.f. infra § 13) comment le systéme d’équations différentielles (51) permet
de décrire les géodésiques sur M, lorsque M et munie d'une métrique pseudo-rieman-
nienne et associée a la connexion de Levi-Civita. La proposition suivante est une consé-
quence directe du Théoreme de Cauchy-Lipchitz.

Proposition 12.2. Soit 7y :]a;b[— M un germe de chemin en un point X € M (i.e.a <0< b
et v(0) = X) et de support est dans le domaine d'un systeme de coordonnées ; alors, pour tout
a < t < b il existe une application linéaire T, : Tx (0) — T, ;)M (appelé propagateur) t.q. pour
pour tout vecteur v € Tx M le champ de vecteur t — 11 (v) est transporté parallelement le long
de y, en ce sens que c’est la solution maximale du probleme de Cauchy

(52) (Vo) V@) +4 )V ()T (v(t) =0 et V(0) ="

Rappelons que lorsque M est munie d"une métrique pseudo-riemannienne g, la connexion
D est dite g-compatible (ou encore métrique) si pour tout U, V, W € TH(T M)

(53) U(9(V.W)) = g(Du(V), W) + (V. Dy (W)

La proposition suivante montre que dans le cas o1 D est une connexion métrique (et en
particulier pour la connexion de Levi-Civita), chaque propagateur IT!,, le long d"un germe
de chemin 7 en un point X de M est une isométrie de Tx M sur T’,;) M.

Proposition 12.3. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne et soit D/dt la dérivation co-
variante associée a une connexion D supposée métrique : alors, étant données t — Vy et t — W,
deux champs de vecteurs quelconques le long d’un chemin ~y sur M :

d DV; DWW,
54 Soiw) =g () +g (Vi =5
(54) dtg(t t)gdt t gtdt
En particulier si V et W sont transportés parallelement par ~y, alors

d
—g(Vi;, We) =0
dtg( t t)
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Preuve. Soit D une connexion métrique sur (M, g) et soit t — V; et t = W; deux champs
de vecteurs le long d'un chemin . Pour démontrer (54), il suffit de considérer d"une part
que les champs de vecteurs ¢ — V; et ¢t » W, le long de «y sont des restrictions de deux
champs de vecteurs sur M — soient V' et W — de sorte que V; = V|, ;) et W, = W] ;) et
d’autre part, que v est une courbe intégrale d'un troisieme champ de vecteur U, dont le
support est contenu dans le domaine d’une systéme de coordonnées locales (dans ce cas
on a donc ¥(t) = Ul,(y)). Alors, d’apres la définition de la compatibilité métrique de D,

(55) Ulx(9(V;") = o(Du (V) [x, Wix ) + 9(V1x, Du(W)x)
Or, pour X = ~(t) il vient Dy (V)| ) = DV /dt et Dy(W)|, ) = DW/dt, et (55) devient :
DV, DWW,
Uhio(9(Vam) =g (S5 7) + o (Vi =5

Par définition de U relativement au chemin v, nous avons Ul )(f) = d/dt(f o), pour
tout champ scalaire f sur M : nous obtenons (54) en prenant f(X) := g(U|x, V|x).
O

13. Géodésiques inertielles : Théoréme de Levi-Civita

Dans ce ce paragraphe, nous supposerons que la variété pseudo-riemannienne (M, g)
(de dimension n) est munie de la connexion de Levi-Civita (U, V') » Vv (V'). Rappelons
que les coefficients de v coincident avec les symboles de Christoffel i.e.

1

Vau (al/) = CG[LVaU ou CU;J,V = 5906(8M(96U) + 81’(9}“) - aﬁ(gl“/))

Ainsi, V est une connexion qui est sans torsion et g-compatible (et c’est la seule connexion
ayant ces deux propriétés). Enfin, U et V' étant deux champs de vecteurs sur M, le champ
de vecteurs Vi (V') s’écrit (en coordonnées)

(56) Vu(V) =U"v,(V)0, avec Vu(V¥):=08,(V")+VC",

ot on reconnait les composantes des dérivées partielles covariantes v, (V") associée a V.

Nous allons maintenant voir comment les géodésiques sur A/ définies par un prin-
cipe de moindre action, peuvent étre caractérisées comme solutions d'une équation diffé-
rentielle du second ordre s’interprétant en terme de transport paralléle. Pour cela, consi-
dérons d’abord que V est un ouvert de R" et soit

(q17"'7qn’ql""qn):(q7q')'_>L(q7q')

un lagrangien 24 défini sur V x R”. Le chemin g = (¢',...,q") : [a;b] - V sera appelé une
L-géodésique s'il satisfait le systeme des équations d’Euler-Lagrange i.e.
d OL

(Vo) 420 (a(t).a(1)) = o s la0.a()

dt 0¢”

24. Ici on se restreint & un lagrangien stationnaire en ce sens qu’il ne dépend pas d’un parametre tempo-
rel ; on exige seulement que les dérivées partielles 0L/0g" et OL/0¢" existent et soient continues.
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Théoreme 13.1 (Levi-Civita). Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension n
munie de la connexion de Levi-Civita et soit « : U — R" une carte. Nous considérons le lagrangien-
inertiel défini pour tout (q,q) € x(U) x R™ en posant

) 1.,.,
L(q,q) = §q“q Guw(q)

oit G (q) = g (X) des que q = x(X). Si v*,...,y™ sont les x-composantes d'un germe de
chemin ~y : [a;b] — U en un point X = (0) e U —en ce sens que =(y(t)) = (71 (t),..., 7" (1)) -
alors t = (Y1 (t),...,7"(t)) est une L-géodésique (dans x(U)) ssi le champ du vecteur vitesse de
t — ~(t) est transporté parallelement suivant -y, ce qui se traduit par le systeme différentiel

(Yk) 37 +3" ()7 () C7w (1)) = 0

On dit que ~y est une géodésique issue de X . De plus (Théoréme de Cauchy-Lipschitz) ~y est déter-
minées par le conditions initiales v(0) = X et 4(0) = 4*(0)0u|x = v € Tx M et on écrira

(57) (1) = expx (tv)

Preuve. Nous commencons par calculer les dérivées partielles de L. D"une part,

oL 0 (1 1 oG
vL v _.N.VGV =_.M.Vi
o " oF (2q gen (Q)) ki
et d’autre part (en utilisant la symétrie G s = G5,,)
oL 0 (1
— == |z¢"d"Gu =¢"Guo
o o (2‘] 7 Cu (‘1)) " Guo(9)

Les équations d’Euler-Lagrange pour t — (v'(t),...,7"(t)) (¢ z(U)) s’écrivent alors :

(Y0) 3 (1o (1)) + (7 (1) 222 (1)) = T4 (222 (1(1))

Or, il est évident par la convention sommatoire d’Einstein que
o)

21 (1)) = 4 (D7 (1) 22 (1)

(07 (1)

d’ou l'identité
SO (O (1)) = 33 O O 2 (1) + 22 (1))

et nous obtenons une forme équivalente des équations d’Euler-Lagrange, soient :

(V) 5o 2(0) + 2013 O T2 (1)) + 222 (1)) - 222 (1) = 0

soient encore, par définition des symboles de Christoffel de premiére espéce :

(Vo) 5()gon (7(1)) +4" ()37 (t) Copu (7(1)) = 0

Comme ¢°7 g0 = 9°° gop = 07 €t 979 CUW = C" uv, NOUS retrouvons :

(Vo) 37(t) +4"()3" (1) C7pw (1)) = 0
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Remarque 13.2. Supposons (M, g) riemannienne, isométriquement plongée dans R™ euclidien
et munie de la connexion de Levi-Civita. Dire que t — ~(t) est une géodésique sur M signifie
que le vecteur vitesse t — dvy/dt est transporté parallelement le long de t — ~(t). Par suite,
la connexion de Levi-Civita étant en particulier métrique, nous en déduisons (Proposition 12.3)
que la norme de 4(t) (i.e. la norme dans l'espace tangent aussi que dans 'espace ambiant) reste
constante le long de -y et donc 0 = d/dt (&(t)|’y(t)> =2 (ﬁ(t)ﬁ(t)). Cela signifie que I'accélération
de v (calculée dans R™ euclidien) est normale au vecteur vitesse.

14. Dérivation covariante des champs de tenseurs

Dans ce paragraphe, nous supposons que (M, g) est pseudo-riemannienne et munie
d’une connexion D quelconque. En composante, la dérivée covariante d'un (1, 0)-tenseur
V = VH9, est un tenseur de valence (1,1) noté D(V') et dont les composantes sont

D(V)*, =D, (V") =0,(V*)+VT#,,

La dérivation covariante se généralise en une transformation D de 'ensemble T(T'M) :=
,,%(TM) de tous les tenseurs sur M déterminée par les axiomes (DCO:5) dans
la Proposition 14.1 ci-dessous. Tous ces axiomes sont raisonnablement naturels, excepté
(peut-étre) 'axiome (DC3) qui fait intervenir la contraction des indices des champs de
tenseurs. Rappelons (c.f. § 4) que lorsque E est un espace euclidien de dimension finie, la
contraction d’indice [";] est définie sur le produit tensoriel @7 E (pour p,¢>1,1<r<p
et1<q< s)etavaleur dans @ 19! E. En utilisant la métrique g sur M, cette application
s’étend simplement aux champs de tenseurs en une application

[":]s THTM) > T, (TM)

ot avec un abus de notations ["s](F)|x = ["s](¥]x ). Nous verrons que (DC3) permet la
définition inductive de D, de sorte que la dérivation covariante d'une forme différentielle
& s’écrit en composantes

D(g)wf = Du(gu) = au(fu) - fereuu

Proposition 14.1. Etant donnée (M, g) est une variété pseudo-Riemannienne munie d'une con-
nexion D quelconque, la dérivation covariante des tenseurs (relativement a D) est I'unique ap-
plication D : T(TM) — T(TM) qui vérifie les six axiomes suivantes :

(DCO) : pour tout f € TYTM) = C*(M), D(f) est le tenseur (0,1) (appelé gradient
covariant de f) dont les composantes sont

D(f)p=Du(f) = 0u(f)

(DC1) : pour tout Ve TL(TM) de composantes V*, la dérivée covariante D(V') est le

tenseur (1,1) de composantes
D(V)¥, =D, (V¥*)=0,(V¥)+VTH,,
(DC2) : la dérivée covariante d’un tenseur F de valence (p,q) est un tenseur D(F') de

valence (p, q + 1) dont on écrit les composantes sous la forme (conventionnelle)

DAEY e = De(FH 0, ) = FHr, L)
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(DC3) : la dérivation covariante D commute avec la contraction dindice [" 5] en ce sens que
D([TS](F)) = [Ts](D(F)) (lorsque cela a un sens)
(DCA4) : pour A, B € TH(TM)
D(A+B)=D(A)+ D(B)
(DC5) : D satisfait la regle de Leibnitz généralisée : pour A € TH(TM) et B € T5(TM)
D(A®B)=D(A)® B+ A® D(B)
Par définition I'application
F#l'“#pl/lml/q > De(meﬂpulmuq) — F#l"'#pylmyq;e
est la dérivée partielle covariante D, étendues aux composantes des tenseurs.

Au lieu de donner une démonstration de la Proposition 14.1 (i.e. la vérification de
la consistance des axiomes) nous préférons donner un apercu de l'articulation de ces
axiomes en effectuant le calcul de la dérivée covariantes dans le cas (important) d'une
forme différentielle £. Soit alors V' un champ de vecteurs arbitrairement donné; alors, le
tenseur £ ® V de composante {,V# se contracte d"une seule maniere possible sous forme
d’un tenseur (0,0) i.e. le champ scalaire X — &|x(V'), que nous notons {(V), et dont les
composantes sont les V*¢,. D'une part, d’apres (DCO)

(38)  Do(E(V)) =€(V) vie = 06 (E(V)"0) = 05 (V') = 05(V")Eu + V706 (&)
mais d’autre part, d’apres (DC4 - 5)
Do(€@ V) = (€@ V) =& VI 6V
et du fait que £(V') = ['1](¢ ® V) nous pouvons utiliser (DC3) et écrire
Do(6(V)) = [MJ(€@ V) vo =GV + & V"

Finalement en exprimant D, (V") = V¥., par (DC1) il vient avec (58)

0o (V)& + VY05 (&) = &vio V¥ +&(0:(V") + VTV o)
soit encore,

EuiaV" = V"05(8) =&V T o = 05 (&)VY =€V T 1o
Cette derniere identité étant valable pour tout V/, nous en concluons que

Do(8) = 05(80) = €T vo

Plus généralement, les axiomes de la dérivation covariante des tenseurs permettent de
déduire (de maniere analogue aux calculs donnant 1’expression de D,(¢,)) la formule
de dérivation covariante des tenseurs en composantes, i.e. en donnant 1’expression des
dérivations partielles covariantes étendues aux composantes de valence quelconques.
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Proposition 14.2. Soient FFFe,, ., les composantes d'un tenseur F € Ty(TM); alors la
dérivée covariante DF est un tenseur de i’; 1 (T'M) dont les composantes sont 25,

D(F)Mm'upur--uqe = De(F'ulmﬂpuynuq)

p
ae(pm--'upulmuq) + Z F‘“"'("‘_“"‘)""‘pl,l...,,ql““"UE
r=1

q
e o
= L FII ey T e

s=1
et par définition, pour tout U = U*0;, nous posons :
0
— U i LA V... v
Dy(F) :=UD.(F 1’,,1,..Vq)8$#1 ® - ® D ®@dx" ® - ® da™

La proposition suivante est une conséquence de la formule des dérivées covariantes
des tenseurs en composantes, pour une connexion quelconque (c.f. Proposition 14.2).

Théoreme 14.3. Si D est une connexion sur une variété pseudo-riemannienne (M, g) alors,
oit nous avons les propositions suivantes, soient (i) : D est métrique; (ii) : D(g) = 0 et (¢ii) : les
dérivations partielles covariantes de D commutent avec I'abaissement/relevement d’indices.

Preuve. (i) <= (i7) : Etant donnée D une connexion arbitraire de coefficients I'?,,,,
la formule de la dérivée covariante des tenseurs en composantes (c.f. Proposition 14.2)
appliquée au tenseur métrique nous permet d’écrire :

D)\(g;w) = a)\(g;w) - gusrex\u - guere)\u = 3,\(9111/) - (FV)\/I, + F;:)\u)

L’équivalence annoncée vient avec la partie (ii) de la Proposition 10.1.

(i1) < (#it) : Nous considérons le cas de ’abaissement d’indice, le cas du releve-
ment étant analogue (le fait que D(g) = 0 entraine aussi que D, (g"") = 0). Si nous suppo-
sons que D(g) = 0, alors pour tout tenseur F' € T)(TM) de x-composantes F*1 "+, .,
le calcul de la dérivé covariance du produit donne

1My — 1 1
Da(g'rmF# #plqqu) = Da(grui)F# Mur-'uq +g7’HiDU'(F“ le/l"'l/q)
= gT;L,L’Do'(Flul.“/J‘plll“'l/q)
la conclusion venant du fait que D, (g-,,) = 0. Réciproquement, si nous supposons la
commutation des dérivées partielles covariances D, avec ’abaissement des indices, alors

nous pouvons écrire : Dy (g,) = g Do (1) = 0.
(|

15. Opérateurs différentiels

15.1. Gradient polaire classique. Une difficulté de 1’analyse vectorielle classique porte
sur l'expression des opérateurs différentiels (gradient, divergence, laplacien,. . .) lors d"une
changement de systéme de coordonnées. Considérons par exemple que R? est rapporté

25. Nous notons (o < k) le remplacement d’un indice & par I'indice e.
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a la base canonique (e1, ez) et soit U =]0; +oo[ xR. L'expression cartésienne du gradient
(vecteur) grad(f) d'un champ scalaire (z,y) ~ f(z,y) défini sur I s’écrit :
of ~ of

(59) grad(f) = %el + 6_ye2

Notons f(p,6) = f(pcos(f), psin(6)) I'expression de f dans les coordonnées polaires et
(ep,ep) la base mobile polaire au point (pcos(8), psin(#)) (i.e. e, := cos(f)e; +sin()e; et
eg := —sin(f)e; + cos(f)ez) : un rapide examen montre que

ne correspond pas au gradient en (59). Pour obtenir 1’expression du gradient polaire, il
nous faut partir d’'une définition précise . Nous utilisons I'heuristique du calcul infinitési-
mal de Leibnitz : si X €U et si dX est un vecteur déplacement infinitésimal,

F(X +dX) - f(X) = (grad(f)|dX)
En coordonnées cartésiennes, X = (z,y) et dX = dre; + dyes : nous retrouvons 1’expres-

sion du gradient de f en (59), par I'approximation différentielle de f en (z,y) qui s’écrit

flx+dz,y+dy) - f(z,y) = %d:p+ g—idy

Pour trouver l’expression polaire du gradient de f, nous considérons le déplacement
polaire infinitésimal, soit d.X = dpe, + pdf ey : ainsi nous pouvons écrire

(grad()]dx) = f(o+dp.0+d8) = f(p.6)

of  of
- Yo Yag
90" " o0
of  10f of  10f
= <a—pep + ;%eg dpep +pd9€9> = (a—pep + ;%69 dX

et finalement, I’accroissement dX étant quelconque (sic)

(60) grad(f) = g—Zep + %%eg

15.2. Gradient pseudo-riemannien. Retrouvons la définition du gradient vecteur pour
un champ scalaire f : M — R défini sur une variété pseudo-riemannienne (1, g) mu-
nie de la connexion de Levi-Civita V. Ici la situation est simplifiée par I'axiome (DCO)
de la dérivation covariante des tenseurs : dans un systéme x = (x!,...,x") de coordon-
nées locales, les dérivées partielles 9;(f) = 0f/0x" coincident avec les dérivées partielles
covariantes V;( f) et sont les composantes d"un tenseur (0, 1), i.e. le gradient covariant *°
V(f).Le gradient vecteur grad(f) (ou gradient contravariant) s’obtient par le relevement
de I'indice covariant de V;(f) : les composantes de grad(f) sont donc les g”/9;( ), soit :

(61) grad(f) = g70;(f)0:

26. Attention aux confusions possibles avec les notations d’analyse vectorielle classique !
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Revenons a I'ouvert de U =]0; +co[xR de R? : dans l'analyse vectorielle classique U est
considéré (implicitement comme une variété riemannienne munie de la métrique eucli-
dienne canonique. Dans le cas considéré ici, les coordonnées polaires sont déterminées par
le systeme de coordonnées U > (z,y) (p(m,y),e(x7y)) ol

p(x,y) = (xz + y2)1/2 et 0(x,y):= Arcsin(y/x)

Alors la base holondme polaire s’exprime en fonction de la base mobile polaire (e,,eg)
avec J, = e, et Oy = pey : les coefficients polaires de la métrique (plate) sont alors

(e o) (o 2)-6 2) o (5 3000 ol
(9010,) (90100} ) ~\gpo 900) \O p*] " \g? ¢%) \0 1/p°

Si f(z,y) est la valeur prise par l'application f : &/ - R au point de coordonnées car-
tésiennes (z,y) alors la valeur correspondante en coordonnées polaires est f(p,6) =
f(pcos(0),psin(0)) : avec la définition tensorielle en (61) nous retrouvons

of d
(1) = ey 00,

15.3. Divergence polaire classique. Le calcul de la divergence d'un champ de vecteur
est un outils essentiel de I'analyse vectorielle. La divergence est — entre autre — liée a
I"équation des ondes ainsi qu’a I’équation de la chaleur ; elle permet aussi de caractériser
I’écoule des fluide incompressibles. Soit X ~ V(X) un champ de vecteur défini pour tout
point X € U =]0;+oo[xR. Ecrivons (V!,V?) les composantes cartésiennes de V; si (p, 6)
(resp. (x,y)) sont les coordonnées polaires (resp. cartésiennes) de X, alors, Vi(z,y) =
Vio®(p,0), ot ®(p,0) = (pcos(@),psin(@)). Par suite, en partant de la définition de la
divergence de V' en coordonnées cartésiennes, nous obtenons successivement :

div(V) = (grad(V1)|e1>+<grad(V2)‘eg>
Viod 1{0Viod®
(55 e (555
V2o d 1{0V2od®
( ) (M)

14 2
av (9)_15&/ sin(8) + av ® () + 1av o

cos(f)e, - Sin(9)99> +

sin(f)e, - cos(@)e(;)

cos(0)

Maintenant, si (V'!, V2) sont les composantes polaires de V, alors

Vie® =cos(0)V!-sin(d)V? et VZo®=sin(h)V?!+cos(d)V?



B.ILA.A. (2015) no 100 100 ans de Relativité Générale (I/III) : covariance 57

Vi)

FIGURE 4. Domaine polaire infinitésimal.

de sorte que

div(V)

19} 1 10 1
6p(coa(@)v —bln(e)VQ)COb(Q) - ——(cos(@)V —sin(0)V?)sin(0) +

gp( sin(A)V?! + COS(Q)VQ) sin(9) + —a—(p( sin(A)V?! + cos(0)V )cos(@)
o vt e
= cos (9)—p + p (Sln(Q)V —005(9)—+ cos(0)V? + sm(G)—) sin(0) +

e !
51n2(9)— + 1 (COS(Q)V + 5111(9)—— sin(0)V?2 + cos(@)— cos(6)
o p

vl 1., 10V?
= —+-V +-— 0
8p+p +p89 cos(0)

et finalement

. 19(pVY) 18V?
div(V) = = -
iv(V) > + 508

Un raisonnement analogue en polaire ne donne pas le méme résultat, puisque

1 o1 ‘72 -0
(grad(f/l)|ep) + <grad(V2)|e0) = %Lpep + %%ee ep> + <68Lpep + %%eg e9>
_ vt 1ov?
 dp  p 00

Cela est dii au fait que la base (e,,ep) dépend des coordonnées locales polaires (p, ).
D’une maniére purement géométrique (et dans I'approximation différentielle) la diver-
gence de V en (p, #) est constante dans le domaine polaire infinitésimal en (p, §) (d’aire
pdpdp). Par suite, en intégrant le flux sortant de V' a travers le bord de ce domaine (forme
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locale du théoreme du flux divergence : voir Figure 4), il vient :

1 ~ ~ N N
div(V) —(Vl(p+ dp,0)(p+dp)dd -V (p,0)pdf + V*(p,0 +df)dp - V2(p,0)dp)

pdpdf

pdpdf 0
1 72 9771
1 V1+8V +18V +@().\,
p dp p 00  p Op
et nous retrouvons

1 N te . o OV? ~e
= ((v1 . (1,)) (pdf + dpdd) = V'pdo + (vl + %d@) dp - Vzdp)
P

ol 02 ol 02
div(V)zl(f/1+aV )+18V _18(pV)+18V
p

op ] p oo p p p 00

Le calcul de la divergence d'un champ de vecteur dans le cadre pseudo-riemannien ne
peut se traiter élémentairement (comme nous l’avons fait au § 15.2 pour le gradient). Plus
généralement, la définition des opérateurs différentiels sur une variété dépend essentiel-
lement de la dérivation covariante.

15.4. Divergence et laplacien pseudo-riemanniens. Lorsque (M, g) est pseudo-rieman-
nienne et munie de la connexion de Levi-Civita V, la divergence peut étre définie pour
les champs de tenseurs. Etant donné F ¢ 5" (T M) de ®-composantes F™0"i» Jrjer 12
divergence de F est le tenseur div(F) € TH(T' M) de z-composantes

diV(F)ilmipjl...jq = V(}7)2'1."1'17(J'1...jqF = V((Fil'"ip(jl...jq) = Fil"'ip(jl...jq;p
Proposition 15.1. La divergence d’un champ de vecteur V est un champ scalaire, soit

L 51‘(Vi |9|)

Vil

(62) div(V) =v;V' = 9,(V") + VIClj =
oil g désigne le déterminant de la matrice (g;;).

La preuve de la Proposition 15.1 est basée sur la contraction de I'exposant contrava-
riant des symboles de Christoffel /.

Lemme 15.2. Si g := det(g;;) alors la contraction des symboles de Christoffel s’écrit :

(63) Clir = %gijak(gz‘j) = %@c(g) = \/%31&/@ = O (10g \/H)

Preuve. Soit  un systéeme de coordonnées fixé. Partant de 1’expression des symboles de
Christoffel et profitant de la symétrie du tenseur métrique il vient :

Cie = 5(970:(958) + 97 0k(9:5) - 979, (9 )

2
S 1/ 4 y . 1
(i< J) = 5(9J6i(gjk)+gj(‘9k(gij)—gj ai(gjk))ZEQJak(gij)

Soient X et Y deux points du domaine de @ : pour simplifier nous supposons que x(X) =
Oetquex(Y) = (y',...,y"). Nous allons utiliser le fait que

det(8'; + h';) ~ 1+ h'; + max;;{|h';|}e(h) (avece(h) - 0and h - 0)

27. Tln’y a qu’une contraction possible du fait de la symmétrie C*:; = C* .
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Alors, nous pouvons écrire

g(¥) =det(gyy(Y)) = det(gi;(X)+y*hlx(g;) + )
det (gic(0% + 9y Oklx (g)) + )
g(X) det (6 + gy el x (9:7) + )

g(0)(1+ g7y okl x (gic) + ) = 9(X) + ¥ (9(X) 9" Oulx (955)) + =

ce qui entraine que J|x (g) = g(X)g" Ox|x (gi;), soit encore que

O(g) 1

% 29” I (gi5)

0

Preuve de la Proposition 15.1. L'expression du symbole de Christoffel contracté C;; (c.f.
Lemma 15.2) permet d’écrire la divergence sous la forme :

div(V) = 0,(V") + ~—0; (vfg])

Vigl

Or la dérivation partielle usuelle (des fonctions numériques) donne 1/¢0; (v ¢) = 0;(¢) +
(1/$)9;(¢) de sorte que pour ¢ = \/|g| et ¢ = V¥ il vient :

A

m@-( 91)

ﬁai(vi gl) = 0:(v) +
O

Pour terminer ce paragraphe, notons que le laplacien A(f) d'un champ scalaire f :
M — R est défini comme la divergence du gradient vecteur de f i.e.

A(F) = div(grad(£)) = Vi(g70;(f))

Proposition 15.3. En coordonnées locales, I'expression du laplacien de f : M — R est

A(F) = 99 (0(F) - u(£)Cy) = ﬁ@(%@g%‘m)
(Le laplacien ainsi défini en pseudo-riemannien est I'opérateur de Laplace-Beltrami.)
Preuve. D’une part, nous pouvons utiliser le fait que V;g”/ = 0 pour écrire
A(S) = Vilg9;(1)) = g7Vi(9;(1) = 97 (2:5(1) - 96(£)C*5)

D’autre part, en utilisant I'expression de la divergence en (62),

A(f) = div(grad(f)) = ﬁ@(myﬂ‘ajm)
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16. Notes

Le livre de Bishop et Goldberg [BG68] donne une présentation compléte du calcul
tensoriel. On pourra aussi consulter, avec un grand intérét, le travail de Bourguignon
[Bou92] sur I'évolution des notions de transport parallele et de connexion entre 1830 et
1930. De ce papier, nous tirons quelques points de repéres : la notion de connexion ap-
parait chez Christoffel [Chr69], le calcul différentiel absolue étant introduit par Ricci en
1888 [Ric88]. Le papier de référence sur le calcul différentiel absolu est cependant ce-
lui que publient Ricci et son éleve Levi-Civita en 1900 [RTLCO0] : il peut étre considéré
comme «[’acte de naissance et le manuel fondamental du Calcul Tensoriel ». Un premier cycle
de développement des idées géométriques initiées par Gauss et Riemann s’acheve avec
le papier de Levi-Civita de 1917 [LC17] et l'introduction du transport parallele : ainsi,
(Théoreme de Levi-Civita), un chemin satisfait 1'équation des géodésiques inertielles si
et seulement si il transporte parallelement son vecteur vitesse. Il faut préciser ici que
la forme du lagrangien inertiel impose que le transport parallele du Théoreme de Levi-
Civita, soit nécessairement effectué relativement a la connexion de Levi-Civita. La pré-
sentation de Koszul [Kos50], place I’espace affine des connexions comme paradigme : la
connexion de Levi-Civita est alors caractérisée par le Théoreme d'Unicité : ce point de vue
offre une multitude d’avantages, mais on y perd le lien avec le formalisme lagrangien.

17. Appendices : Connexion de Levi-Civita d'une nappe de R?

17.1. Une connexion. Soit O un ouvert de R™ : comme d’habitude, R™ est supposé mu-
nie de sa structure euclidienne usuelle et de sa base canonique (eq, ..., ex). Etant donnés
deux champs de vecteurs V' et W définis sur O et de composantes cartésiennes respec-
tives V' et W', on voudrait définir le champ de vecteurs Dy (W), de sorte qu’en tout
X =(2,...,2") de O, le vecteur Dy (W)|x soitla dérivée en t = 0 du champ ¢ + W|¢§/(X)
le long de la courbe intégrale t — ¢!, (X) de V issue de X. Plus précisément, par approxi-
mations différentielles

1
(Wl o = Wy )

(64 00) - W) e
ow*
oz

ped

! (WEX + Ve (X)ec) - WH(X) ey = VE(X) ey

t
Par définition, nous posons

ow*
(64) Dy (W) = V() 5 —e
L’application (V, W) — Dy (W) est bilinéaire et de plus, pour tout f € C*°(U),
(65) Dyy(W)=fDyv(W) et Dy(fW)=V(f)W+ fDyv(W)

En d’autre termes, (V,W) ~ Dy (W) est une connexion sur O. Pour tout X € O, soit
Spx (V, W) le sous-espace vectoriel de R™ engendré par V| x et W|x etnotons D" (W)|x
la projection orthogonale de Dy (W)|x sur Spy(V,W). Les propriétés de D en (65) se
décomposant suivant la somme orthogonale Spx (V, W) &Spx (V,W)* (dans R™) en tout
point X de M, nous obtenons

(66) D (W) = fDY™(W) et Dy"(fW)=V(f)W + fDy™(W)
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ce qui signifie que (V, W) = D{?" (W) est aussi une connexion de Koszul sur O

Supposons maintenant que (M, g) est une variété riemannienne de dimension n
plongée isométriquement dans R™ et soit V' et W deux champs de vecteurs sur M.
Alors V' et W peuvent respectivement étre considérés comme les restrictions locales de
deux champs de vecteurs V et W définis sur un voisinage ouvert — disons © — de M
dans R™ (V et W n’étant pas en général uniques). Alors, pour tout X € M le vecteur
DE(W)|x - Dta“(W)| x appartient a Tx M : de plus, la valeur D{*"(W)|x ne dépend
pas des extensions V et W et X — D%"(WW)|x définit un champ de vecteur sur M. Il
découle alors de (66) que l'application bilinéaire (V, W) + D{#"(W) est une connexion
de Koszul sur M. Il n’est pas difficile de montrer que cette connexion coincide avec la
connexion de Levi-Civita de (M, g), en ce sens qu’elle est sans torsion et g-compatible
(nous n’utiliserons pas cette derniére remarque dans la suite de cette appendice).

2 23) les coordonnées cartésiennes de R? et soit

17.2. Le cas d’une nappe. Notons (z!,z
(z',2?) » f(z',2°) une application numérique définie sur un ouvert ¥V de R?. Nous
nous intéressons a la surface . := {(z!, 22, f(z!,22)) ; (2!, 2?) € V} munie de sa structure
riemannienne g obtenue par le plongement isométrique dans R*. Nous notons (2, x =
(z!,z?)) le systéeme de coordonnées trivial t.q. z(z!, 22, f(2!,2?)) = (2!, 2?), les vecteurs
holondémes 0; et J; de ce systeme de coordonnées s’exprimant simplement dans la base
canonique de R? avec :

19} 0
(67) 81261+(afl)63— et 82=eg+(afz)eg

ou f = fox = f(x!,2?). Nous appliquons la construction décrite au paragraphe précé-
dent pour définir une connexion. Pour cela notons que tout champ de vecteur V défini
sur M est associé a un champ de Vecteur V sur V x R dont la valeur prise en (:Jc 22, 23)
coincide avec celle de V prise en (z', 22, f(z',2%)). Maintenant, étant donnés V = Ve,
et W = W“eu deux champs de vecteurs sur V x R, nous savons la définition en (64) que

S e [OWH
Dv(W)ZV (8x” )eﬂ

Dans le cas ott W = d; nous avons (W', W2, W3) = (6';,6%;,0f]027) et

oWt awtl aw!

oxl  0x2 0z 0 0 0
ow? ow? ow? _ 0 0 0
oxl  0x2 Oz 0% f 02 f

W3 ows3  ows3 Ox10xi  Ox20xi
orl  0x2 023

I1 découle alors de (64) que
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Nous prenons 8; x d»/[0; x da| comme vecteur normal au plan vectoriel engendré (pon-
tuellement) par 0; et 02, ot plus précisément nous avons

A~ 0 0 A A 0
(68) al X (92 = —7]881 - a;v};eg +e3 avec ”(91 X 82H = \J 1+ (8_51{1) (aa':f )

Alors, par définition,

R R N él X 32 aAl X 52
D (d,) = Dg(a-)—<Dé(3') A ) A < A
b; J 0; N7 9; 37 ”61 X 62” Hal x aQH

= 8,2f .[eg ! (8f 1+8—];e2—e3)]

O0x'0x) 101 x Do 2 Oz
.o 1 (8f (e +8—fe ——e)
" 020007 %8, x 0y)7 \ 0! ’ ’

+% (e2+ 3——e3) )]

S [|1az||e3+—al—( )

Hf)l X 82”2 0zi0zI

_ 1 _&f (ﬁa 7 )
" 01 % 0p)? 02707 \ 021 02

Nous savons que la restriction de D" a ¥ — toujours notée (abusivement) D" — définit
une connexion sur X : alors, dans les coordonnées locales de x, il vient ngn(aj) = Flij@l +
I'2;;05 ot les coefficients de D™ s’écrivent (avec f = f(z',x?))

L »f o
Hal X 82 H2 8$28£B3 amk

(69) r*; =

Proposition 17.1. Lorsque 3 est munie de la métrique riemannienne induite par la structure
euclidienne de R3, alors (V,W) v D" (W) coincide avec la connexion de Levi-Civita D.

Preuve. Nous allons montrer que les coefficients T'*;; de D' dans les coordonnées lo-
cales x et donnés en (69), coincident avec les symboles de Christoffel CF; j- Del’expression
en (67) des vecteurs holondmes 0; et 92 dans la base canonique de R3, nous déduisons

+(8f)2 of of

gir 912 _ ey ol dx?
921 922 of of 1+(6_f)2
ozl Hx2 0x?

ce qui donne (grace a 'expression en (68) de |01 x 02|

1+(ﬁ)2 _of of
gt g _ 1 dx? ozt Ox?
gt g%) lorxal?| of of (af )2
1+ =—

ozl 9x? ox!
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Par suite, en utilisant 1’expression des symboles de Christoffel en fonction des compo-
santes de la connexion, nous pouvons écrire
dg1; Ogn  0Ogij 0925  O0gi  0gij
9 201 2( 11( j L J) 12( j 2 _ ]))
0> 22" C 191> 22"\ g ozt oxi  dx) oxi | 0x Oz’
1+(a_f)2 82—f8_f+8_f 82'/: + an 8_'f+ ({)f({)Qif
Ox? Ox'dx! Oxd  Ox! Ox'dxd  Oxidx' Ox!  Ox' DxlOx!

__Of of of f )

of af( o’f of of O°f o*f 3f+8f O’f

0zl 02 \ 0xiox? 0xd  Ox2 Oxidxd  Oxidxi dx2  Ox' OxiDx?

__O*f Of of f
0x20xt 0xd  Ox' Ox20xi
Af \2\ of O°f af \?> of O*f of 9*f
- 2(1(37)) ‘2( ) =2

Ozl 0xi0xI 0x2) Oxl Oxidxt ~ Oxl dxidxi

c’est-a-dire (et de méme pour C2¢j)
1 0’f Of
Clij _ -7l

|01 x o] 0z 0z O~ ¥

O

Remarque 17.2. 1] est aussi possible de vérifier que D" coincide avec la connexion de Levi-
Civita, grice au Théoréme d'unicité de Koszul et en vérifiant directement par la Proposition 10.1
que D™ est sans torsion et g-compatible. L'absence de torsion est facile a vérifier, puisqu’on voit
directement sur (69) que T*;; = T'*;;. Pour vérifier la g-compatibilité, il est possible de prouver
directement (par des calculs plus fastidieux) que Oi(gi;) = Tiji + Tjik-
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