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SYSTEME DE NUMERATION ET REPARTITION

Alain THOMAS 2

Résumé. — Il s’agit de donner une visions d’ensembles sur les questions portant sur
les systemes de numération, la répartition des suites modulo 1, la somme des chiffres,
les nombres normaux

1. Introduction

1.1. Définition générale. Suivant la définition donnée par Galambos dans I'introduction
de [Gal, on appellera systeme de développement en série des réels, un ensemble U de suites
réelles (un,)2%, et une correspondance qui associe a certains réels = une suite (un(x))22,
telle que

n=0

1.2. Algorithme glouton (ou développement régulier). Pour tout m € N, on note
U, Vensemble des préfixes d’ordre m + 1 des éléments de U :

Um = {(un)po : (un)nZo € u}-

On définit par récurrence la suite (un(2))se : si uo(z), ..., um—1(x) sont déja connus, ou
sim =0, uy,(x) est le plus grand réel qui vérifie

(1) (un(@))ig € U et x=> up(z) < .
n=0

On dit que z admet un développement régulier si les u,(x) existent et si leur somme est
égale a .

1.3. Développement quasi régulier. On remplace I'inégalité large par une inégalité
stricte ; vy, () est le plus grand réel tel que

(2) (Un(z))peg €U, et x = Zvn(:n) < x.
n=0

Les développements sont alors infinis, en ce sens que {n : v,(z) # 0} ne peut pas étre fini
si x admet un développement quasi régulier. S’il admet aussi un développement régulier
infini, on a u,(x) = v,(x) pour tout n.
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1.4. Développement des entiers. Ici U est un ensemble de suites réelles finies (u,)5_
de longueur quelconque. Pour tout s > 0 et h < s on pose Ay := inf U ,\{0} ol

Ush :={(un)p=s—n © (un)p=o €U} ;
En supposant que lim, A, = 400, il est possible d’associer a tout entier N, l’entier s =
s$(N) = max{n : A, < N}; et définir par récurrence us_j, = us_p(N) pour h =0,1,...,s,
comme étant le plus grand réel tel que

s

(3) (un(z))p—s_p EUsp, et x= Z up(z) < x.

n=s—h

1.4.1. Ezemples 1. Développement de Parry [Pa] en base réelle 6§ > 1. Tout réel x se
développe sous la forme
oo
x = Z en/0"
n=0

avec pour m =0,1,2,...
= [0 (0= X0 7]
(ou [x] désigne la partie entiere de x). C’est 'algorithme (1) avec
w={(eat ™0 (n)io € 27}

Dans le cas 1 < 6 < 2, la plus petite suite de {0, l}N qui le vérifie est obtenue par
l’algorithme paresseux [Erl].

1.4.2. Ezxemples 2. Développement des entiers en base (ap,)02, ol ()22, est une suite
d’entiers telle que g = 1 et lim,, o, = +00. Tout entier positif NV admet un développement

S
N = g Enlin
n=0

avec s = max{n : a, < N} et o, pour m=s,s—1,...

En = ll/am (N— zs: 5nan>]
n=m-+1

Cest (3) avec U = {(epan)i—g: (en);—o € Z*}. (Nous donnons d’autres exemples de
développements dans les paragraphes 3, 4 et 6.)

2. Somme des chiffres en base entiére

On considere les développements en base entiere g > 2 N = Y °° _ e,9, avec €, €
{0,1,...,g—1} et la somme des chiffres s4(N) =Y, _;en. On notera s(NN) la somme des
chiffres so(N) en base 2.

2.1. Répartition de s(N). Lasomme des chiffres s(n), pour 0 < n < 2k, a une répartition

binomiale c’est-a-dire )
< k N = =
#{n < 2% : s(n) h} <k>

Il est donc normal de se ramener a une répartition gaussienne. Le principal théoreme de
Schmid [Sem] porte sur la répartition du vecteur (s(kin),...,s(ksn)), ou ki,..., ks sont
des constantes impaires distinctes. Ainsi, la proportion

%#{ngx : s(kin) = ai, izl...,s}
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est égale a

1 1 1
exp —AIV1A§>+(’) S —
() /de (1) (-2 (Vi)™

avec
“ o) |1 (ki k) T°

A=), ag=a 8 gy [peed (k)
2 ! 4]{}ij —
Qs 1 b=

Schmid explique ensuite comment redémontrer, comme conséquences de son théoreme,
d’autres résultats connus. On retrouve ainsi I’approximation de la fonction de répartition :

‘ s(kin) — €(x)/2 Lo .
#{ngx. 0 <& i=1,.. ., }

par celle d’une loi de Gauss [Sct]; il traite aussi approximation de
#{n < x:s(kin) — s(kan) = a}

[St]] et de la fonction de répartition de s(kin) — s(kan) [Kat]; le résultat de Solinas [So]
dans le cas g = 2, c’est-a-dire I'équirépartition modulo tout entier m, de la suite

n— (s(kin), ..., s(ksn))

dans (Z/mZ)® (pour g quelconque elle est équirépartie dans un sous ensemble de (Z/mZ)*).
Tous ces résultats se déduisent du théoreme de Schmid par une sommation appropriée en
(a1, ...,as); mais pour éviter que la somme des termes d’erreur ne soit trop grande, on
limite la sommation (grace au théoréme central limite) & un domaine défini par

< Cy/l(x)logl(x), i=1,...,s.

Autre résultat, moins lié au théoreme de Schmid, la suite

)
! 2

n— (x1s(kin),...,xss(ksn))

est équirépartie modulo 1, c’est a dire dans (R/Z)?, si une des constantes z,, est irrationelle
[Cql]; de méme que la suite

n i (z15(kn), xow(n))
ot w(n) est le nombre de diviseurs premiers de n. De plus 1’équirépartition de la suite
n — xs(n)
est uniforme si = est irrationel et si les coefficients a, de son développement en fraction

continue sont bornés [Grl, Ti|. La discrépance uniforme définie par

Ty := sup sup
0<a<b<1keN

)

%#{n ck+1<n<k+N, agfrac{xs(n)}gb}—(b—a)

de sorte que

T log(log V)
=o| ——=—1.
N Vlog N
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2.2. Formules asymptotiques pour la somme des chiffres. La somme 27]:7:0(—1)5(")

étant égale a (—1)5(N_1) si N impair et 0 si IV pair, elle ne presente pas d’intérét ; Coquet

[Cq2] s’est interessé a la somme ny:o(—l)s(?’") et obtient :

Théoréeme 2.1. Il existe F: R — R continue de période 1, nulle part dérivable telle que
N-1

D (=1)*B") = NPF(£) + o(1).

n=0
avec p = log, 3 et £ =logy N ; de plus, F(R) = [2v/3/3,55/3(3/65)7] ~ [1.15,1.6].
Pour la moyenne de la somme des chiffres, il y a la formule de Delange ([De]) :

Théoréeme 2.2. [ existe F: R — R continue de période 1, nulle part dérivable telle que
| Nl g—1
v D sgn) = 5L+ F(0) +o(1),

n=0

avec £ =log, N ; (Delange calcule aussi les coefficients de Fourier de F').

Pour les moments de la somme des chiffres en base 2 il y a lestimation de Coquet
[Cq3] :

Théoréeme 2.3. Il existe F: R — R continue de période 1, nulle part dérivable telle que

N-1 (£/2)" + Gaa-1(6) + -+ Gao(0) pour d € N

n=0 (0/2)% + (£/2)4=1 (dF(¢) +d(d — 1)/4) + O(42)  pour d € R
avec £ = log, N et ot la fonction F' est la méme que dans la formule de Delange.

Flajolet, Grabner, Kirschenhofer, Prodinger et Tichy [F11] redémontrent entre autres
la formule de Delange en base 2, mais par une méthode de théorie analytique des nombres :
la transformation de Mellin donne la formule

N-1 2+1i00
1 N -1 1 d
B ST S Ny L C B
N 0 2 A% 92— oo 25 — 1 3(5 + 1)
(ou ¢ est la fonction de Riemann) et en calculant par résidus cette intégrale, on obtient F

sous forme de série de Fourier. On a des formules analogues [Gr2] pour Zﬁlz_gl f(n), ou f
est une fonction completement g-additive, c’est-a-dire vérifiant respectivement

f (Zengn> = f(en) (resp.) ou f (Zeng"> =11 1.
n=0 n=0 n=0 n=0

2.3. Autres résultats sur la somme des chiffres. Dans [F11], la somme ) ',
(qui est aussi égale au nombre de coefficients impairs dans les N premieres lignes du
triangle de Pascal), peut se mettre sous la forme

N-1
(4) > 20 = NP FR(1)
n=0

avec p = logy 3 et £ = logy N et oll F' est continue sur R de période 1, dérivable presque
partout. Plus précisément F' est dérivable en z si la fréquence du chiffre 1, dans son
développement binaire, est inférieure a logy(3/2) ~ 0.585 et non dérivable en z si cette
fréquence est supérieure a logy(3/2). On a des généralisations dans [Ste] pour une base
quelconque, dans [Dav] pour le triangle de Pascal modulo 4 et [We] modulo p ou p?, p
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premier. La formule (4) sur 25:_01 25(") est & rapprocher d’une autre formule de [F11]
portant sur la fonction 2-additive définie par

h (Z enzn) = en3"
n=0 n=0

pour toute suite (£,)%, dans {0, 1}N. On a, avec les mémes valeurs de p et £, et une autre
fonction F,

1 N-1 1
_ — NP _
N ngzo h(n) = NPF () + 1

D’ autres articles ([Mcl], [Mc2], [Ya]) s’ intéressent a 1’ ensemble des entiers n tels que
sqg(n) =Y, 84(pi), avec n = pi...py et p1, ..., pr, premiers. D’apres [Dal], I’ensemble

{n : Sg(n) — ng(pi) = c}

%

est infini si g > 8; ’ensemble

{sg(n)/ng(pi) in € N} N [0,1]

est dense; il contient les irrationels si b — 1 n’est pas premier. Senge et Strauss [Se]
démontrent que, si g et ¢’ sont multiplicativement indépendants, 1’ensemble

{n:s4(n) < cetsy(n) <ch

est fini quelque soit c¢. On a des généralisations dans [Mi] et [Scl]. Slivka et Severo [S]
calculent la mesure de Lebesgue de ’ensemble des réels = € [0,1] dont la somme des i
premiers chiffres binaires est plus petite que i(1/2 + ) pour tout i supérieur a j, sans
I’étre pour ¢ = j.

2.4. Occurences de blocs. Soit s(w, n) le nombre d’occurences du bloc w dans le développement
binaire de n. Dans [F11] on a une formule analogue a celle de Delange, pour % Zg:_ol s(w,n).

Dans [All], une formule de la forme

1

s(w,n) - -
> log2(b(w,n)) X 5

n=0
ou, pour chaque bloc w, b(w,n) est une fraction rationelle en n. Dans [Bri], une for-
mule pour 3 ZRNZ_OI(—l)S(H’”), analogue & celle de Coquet sur + 227:—01(_1)5(%)_ Autres
résultats sur (—1)*1™) (suite de Rudin-Shapiro), le lien entre cette suite et le pliage
d’une feuille de papier [Mo]. D’aprés Allouche et Mendes France [Al2], pour tout z € C de
module 1, avec z # 1, il existe a < 1 tel que

1 N-1
N Z Zs(ll,n) _ O(Na)
n=0

d’ou I'équirépartition de n +— x - s(11,n) mod 1, par le critere de Weyl, pour z irrationel.
D’apres Safari [Sal,
N-1

Z (_1)5(11,n)6in0

n=0

max
(SN

< ¢ (logy N)\/N
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ot la fonction v oscille entre v/2 et (2 +v/2)+/3/5; la fonction ¢ est continue de période

1 et presque partout non dérivable. La majoration en O(v/N) ne peut pas étre améliorée,

car
N—-1
§ : unezne
n=0

quelle que soit la suite (u,), de nombres complexes de module 1. Prodinger [Pr| a une
formule sur la longueur du plus grand bloc de 1 dans le développement binaire de n, par une
méthode proche de celle de [F11]. Drobot et Turner [Dr]| calculent la dimension de Hausdorff
de I’ensemble des z € [0, 1] dont le développement binaire vérifie €41 + ... 4+ ¢4 > ¢ pour
tout j (r étant fixé); par exemple, 'ensemble

{x:5j+1+gj+221,j:0,1,...}

a pour dimension logy p(M), ou p(M) est la plus grande valeur propre de la matrice M
de la substitution o, telle que o(ab) = b0b1 si b0 appartient & A et bl si non et ou A
est I’alphabet des mots ab, a et b valant 0 ou 1, tels que a + b > 1. C’est aussi ’entropie
topologique du sous shift de {0, 1} associé.

max
eR

> VN,

3. Développement des entiers en base réelle ¢ > 1

La définition donnée par Grabner et Tichy [Grl] utilise la representation infinie de
en base 6 : 0 = Y ja,/0" ol, pour m = 0,1,2,..., l'entier a,, est le plus grand entier
tel que 0 = > a,/0". Puis il définit une suite G = (Gy)5%,, qui servira de base au
développement des entiers : Go =1 et Gp11 =14+ agGp+- -+ a,Go pour n =0,1,2,....
On appelle alors développement des entiers en base 0, leur développement sous la forme

N = i enGn
n=0

par lalgorithme de l'introduction, I-5. Cette dénomination est justifiée par le fait que
Gn+1/Gn tend vers 6, et d’autre part [Grl] c’est la seule facon de définir la suite G, si
on veut que les suites admissibles soient les mémes que pour le développement des réels
> _0€nGn est le développement d’un entier si et seulement si Zf;;ll Est1-n/0" est le
développement d’un réel. Toujours dans le méme article, une formule analogue & celle de
Delange (vue au § 2.2, pour la somme des chiffres sqg(n) = Y>> ey, mais avec un reste
en o(1); ils calculent aussi la dimension de Hausdorff de la courbe de F, qui est 1 bien
que F' ne soit dérivable en aucun point. La définition donnée par Bertrand-Mathis ([Bel])
des dévelopements des entiers en base réelle, est la méme, mais utilise le développement
éventuellement fini de 0 en base 0, d’ou deux cas. Elle remarque aussi que G,, est égal au
nombre de suites admissibles de longueur n. Dans l'article de Petho et Tichy [Pe], on a
la méme formule dans un cas plus général, non lié a une base réelle. L’exposé de Coquet
[Cqd] généralise I'équirépartition modulo 1 de la suite n +— xs4(n) pour x irrationnel dans
le cas d’une somme des chiffres définie a partir des développements en base (qx )32, formée
d’une suite strictement croissante d’entiers, avec gy = 1. Sa condition sur la suite (gx)3,
équivaut a dire qu’il existe un entier p tel que infren{qr+1/qr > 1}. Clest le cas, par
exemple, pour la somme des chiffres associée a une fraction continue (c’est-a-dire quand
les i sont les dénominateurs des bonnes approximations d’un irrationnel x).

4. Substitutions ; automate associé et développement des entiers

It s’agit de résultats de Rauzy et Dumont qu’on trouve dans [Rzl, Rz2, Dul]. Soit o
une substitution sur un alphabet fini A = {1, ...,d}. On suppose 1 < o(1) (c’est-a-dire que
1 est préfixe strict du mot o(1)) et ¢ primitive (pour un certain entier n, chaque o"(a)
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contient toutes les lettres de A). Par commodité, on numérotera les arcs de I'automate
associé au moyen de 'alphabet

A={meAx:Jac A, m<o(a)};

autrement dit ’ensemble d’états est A et I’état a est relié a I’état b par un arc d’étiquette m
si et seulement si mb < o(a). Tout entier N admet un développement N = >"" _ o™ (my,)|
par l'algorithme de I-4, c’est a dire s = max{n : [0"(1)] < N} et pour h = 0,1,...,s,
ms_p = ms_p(N) est le mot le plus long tel que (ms, . . ., ms_p) soit reconnu par automate

(avec 1’état initial 1), et
S

> Jo™(mn)| < N.

n=s—h

4.1. Somme des chiffres. On définit la somme des chiffres relative a une application
f: Ax — R en posant s¢(N) = Z,]yzl f(my) avec m, = my(N) pour tout n. Une autre
définition, plus facile a utiliser, est équivalente a la premiere dans le cas ou f vérifie
f(mm!) = f(m) + f(m) et f(o(m)) = f(m) avec s¢(N) = 27]1\7:1 f(uy), pour tout m et
m’ dans Ax et ot ol (uy,)22 est le point fixe de la substitution, avec u; = 1. Les formules
sur les moments de la somme des chiffres (voir [Du2]) sont analogues a celles de Coquet
(voir § 2.2 :

N-1

> spn)? = (a =0+ Faaa (O + -+ Fyo(t) + o(1)

n=0

pour d € N et lorsque d pair,

= > (sp(n) =) = (d—1)(d = 3) - 1(BOY* " + Ggapp-1(£) + - + Gao(t) + o(1)

avec « et 3 constantes réelles, £ = log, N (0 plus grande valeur propre de la matrice de
o) ; les fonctions Fy; et Gg; sont continues de période 1, nulle part dérivables si a # 0,
a # f(w) (w mot vide) et B # 0. Outre qu’elles généralisent celles des paragraphes
précédents, elles s’appliquent a d’autres problemes n’ayant a priori pas de rapport avec les
développements.

4.2. Application a la rotation sur le tore. Soit w un nombre quadratique dont le
développement en fraction continue a pour période 2, c’est-a-dire qu’on a

1

w =
al +

1

as + w

On suppose de plus que ag est pair; on s’intéresse a la suite n +— frac{nw/2} et a 'écart
relatif & l'intervalle I =|0, 1/2][, c’est-a-dire

E(w,NI) = A(w,N,I) — N/2,
avec
A(w,N,I) = #{n < N : frac{nw/2} € I}.

Les formules du paragraphe précédent, avec une substitution appropriée (voit [Du2] ou
[Go]), donnent
N-1

ai
N ZE(w,n,I) = Zlog(;N

n=0
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avec § = aj(az +w) + 1, et

N—-1 a )
Z (E(w,n,[) — leoggN) = vlogy N

n=0

oll v est une constante. Une autre fagon d’étudier les oscillations de la fonction N +—
A(w, N, I), utilise la limite (au sens des distributions) de distributions) de

N
1 10Ty,
N
n=1

avec T, = n + A(w, N, T), ou & est une constante irrationelle. D’apres [Au], cette limite
est une mesure continue, non absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
Par contre si on remplace U'intervalle I =]0, 1] par I =]0,w/2], elle est combinaison linéaire
de mesures de Dirac.

4.3. Sommes de trois carrés. Soit
A(n) = #{k <n: du,v,weN, k= u? +v? +w2} —5n/6.

Obaldstein et Shiu ([Ob]) ont démontré la formule

n—1
1 3
N nEOA(n) =3 logy N + F(logy N) + o(1).

On peut retrouver ce résultat au moyen de la substitution

12
13
14
54
62
52

S

TTTT1T1

O UL W N+~

et I'application

2/3
~1/3
~1/3
—4/3
2/3
~1/3

TTTT1T1

O T W N+~

car alors A(N) est égal a sp(N) si n pair, sf(N) — 1/2 si n impair (on peut utiliser
la deuxieme définition s;(IN) parce que la substitution oo vérifie f(o2(a)) = f(a) pour
a=0,1,..,6). D’autres articles ([Pl]) portent sur la somme de deux carrés :

d(n) = #{k <n : u,v € N, k = ug + v92}
est équivalent & 3n/+/logn ol 3 est une constante ; sur 'ensemble des entiers non divisibles

par p? quelque soit p premier [Ba, Krt]; non somme de quatre cubes [Bru] et [As] sur le

nombre de représentations d’un entier en u? + v2.
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4.4. Fonctions auto affines et substitutions (exemples). La courbe de la fonction
N-1
N S(N): > (=1) ¢t
n=0
est auto affine ; en observant cette courbe, on peut deviner quelle substitution o et quelle

fonction f vérifient Zi:[:l f(un), ot (uy)52 est le point fixe de la substitution. Récipro-

quement, étant donnée une substitution vérifiant les conditions ci dessous, on peut trouver
une formule pour s7(/N) analogue a celle de Coquet (pour S(IV)), et ses propriétés d’auto
affinité (voir [Du3]). Si o est primitive et les valeurs propres de sa matrice vérifient

0 =60, > 02 > max{#6;,1}
i>2
on a
st(N) = AN + NPLF(0) + o(NP 1),

avec A = Z?Zl f(@)v;, vecteur propre relatif a 6, 2?21 v; =1, 0=logyg N,  =logy(h2) et
a + 1 = ordre de 6, dans le polynéme minimal. Autre exemple, l'article de Ito [It] porte
sur les propriétés d’auto affinité de ’ensemble

E—{Zak/ak ca,=0,1,...,N -1, keN}
k=0

ol & = a + by/—m est un nombre complexe, a, b et m entiers et N la norme de a. La
substitution appropriée permet de calculer la dimension de Hausdorff de la frontiere de E.

4.5. Systéme dynamique associé & une substitution. Soit X I’adhérence de {T%(u) :
k € N}, ol u est point fixe d’une substitution d’alphabet fini A, et T le shift sur AY. Les
propriétés du systeme dynamique (X,7T) sont étudiées dans [Qu], et aussi dans [Rz2];
[Lvl, Lv2] pour la propriété de mélange.

5. Nombre de Champernowne, nombres (k,c)-normaux.

Soit z € [0,1[ et >_:2, i /¢’ son développement en base g, ce qu’on traduite en écrivant
aussi * =4 0.e1€2¢3 - - -. On notera N(w,1...€,) le nombre d’occurrences d'un bloc w dans
€1...€n. Le nombre z est dit normal si lim, %N(w, €1...6n) = 1/¢*, pour tout k > 1 et tout
bloc w de longueur k. D’autre part, une suite finie ¢;...¢,, est dite (k,e)-normale si, pour
tout bloc w de longueur k,

%N(w,el...an) —1/¢"| <.
5.1. Généralisations du nombre de Champernowne. La normalité en base g = 10
du nombre de Champernowne [Ch]
a =19 0.123456789101112.. ..
se généralise a certains nombres de la forme
x =4 0.9(al)g(a2)g(a3)...

ou (a;)$2, est une suite croissante d’entiers et, pour tout i, g(a;) est le développement de
a; en base g. D’apres Copeland et Erdés ([Cp]), le nombre z est normale si la croissance
de la suite (a;)$2, est suffisament lente, c’est-a-dire si pour tout € > 0 on a

#{a;  a; <N} > N'¢
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pour tout N assez grand. Ce résultat est redémontré dans [Sh] par une méthode semblable
a celle de [F11]. D’apres Nakal et Shiokawa [Na], c’est aussi le cas s'il existe une fonction

x> fz) = anz™ + - 4 agz™,

(avec «y, B; réels) et vérifiant f(x) > 1 pour tout x > 1, et telle que a; = [f(7)] pour tout
i. D’autre part [Dud| quelle que soit la suite croissante d’entiers (a;)°; et la constante
entiere C, la normalité du nombre x =4 0.g(a1)g(a2) - - - implique celle de

zC =4 0.9(Ca1)g(Cas) - - -

Szusz et Wolkmann [Sz] généralisent au cas ou z n’est pas normal ; leur résultat porte donc
sur ’ensemble des mesures de répartition de x et x¢. Mahler [Ma] associe & tout N € N
un entier p(N), et & tout a € R\Q un entier X < p(NN), tels que le développement décimal
de X o contienne une infinité de fois tout bloc de N chiffres. On a des généralisations
du nombre de Champernowne aux bases non entieres, par exemple [Gr3] pour les bases
quadratiques. La généralisation de [Be2] s’applique & une suite a = ajasas..., ou les
a; sont des mots qui appartiennent a un langage VW engendré par un code; a certaines
conditions, cette suite est normale pour la mesure d’entropie maximale sur le sous shift
associé a W.

5.2. Suites (k,e)-normales. Soit ny, = ngy(n,k,c) I'ensemble des suites (k,e)-normales
de longueur n, a termes dans {0,...,g — 1}. On a I'encadrement

1
1 — 6kg” exp (—4/9K€2n) < —#n, <1 - Cexp(—Ke?n),
9n

pour tout £ < 1/g", avec

92k

RETIra=Y
et C' constante indépendants de n et €. La minoration se déduit d’une inégalité de Bernstein
(voir [Re], 7-4 théoréme 3), qui est une amélioration de I'inégalité de Chebyshev dans le cas
d’une somme de variable aléatoires indépendantes. Stoneham [Stn] construit pour tout k et
g, des nombres rationnels dont les n premieres décimales forment une suite (k, €)-normale
si n est assez grand. D’autre part [F12], étant donnée une suite non décroissante d’entiers
(k(n))22,, on dit qu'une suite b € {0, 1} est k(n)-équirépartie si

max [N (w, by...b,) — 1/2F)| = o(1/2F()

w

quand n tend vers U'infini. (maximum pour tout bloc w de longueur k(n)). Le principal
résultat de [F12] est que presque toute suite est k(n)-équirépartie si

lim(log(n) — log(log(n)) — k(n)) = +o00
n
et ([Gri]) presque toute suite ne l’est pas sinon.

6. Autres développements

6.1. Interval filling sequences. Daroczy, Jarai et Katai [Darl, Dar2] appellent interval
filling sequence toute suite de réels A\ = (A,)o2; vérifiant A\, > A\, +1 > 0 pour tout n et
L =371 A < 400 et telle que tout réel x € [0, L] admette au moins un développement :

o0
T = g EnAn
n=1
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avec e, € {0,1} pour tout n. Cette derniere condition équivaut ([Darl]) a

o0
A< >N
i=n+1
pour tout n. A tout z € [0, L] on associe un développement régulier (c,(x))5%; et un
développement quasi régulier (e, % (2))52; (voir introduction I-2 et I-3). Les deux vérifient
légalité = > °° | e, \p. Dans [Dar2], Daroczy et Katai étudient les fonctions additives
relativement a la suite #, c’est a dire les fonctions F' pour lesquelles il existe une suite
de complexes (an)iq, 2 a, < 00, telle que F(z) =Y, ep(x)ay ; ils rappellent que F
peut étre discontinue a gauche en tout xz de développement fini; par exemple en base 2,

la fonction
) (Z w”) =3 e
n=1 n=1

ils donnent la condition nécessaire et suffisante pour que F' soit continue en tout x qui
affirme que pour tout n

an = Z e (An)a;.
i=n+1
Remarquons que si A, = 1/6™ avec 6 = (1++/5)/2, cette condition équivaut & F(x) = Cu,

ou C est une constante.

6.2. Développement *-binaire. C’est un cas particulier du paragraphe précédent, avec
An = n/2" étudié par Borwein et Loring [Brw] : tout réel = € [0,2] se développe sous la

forme
—_ - d n
=) non
n=1

avec d,, € {0, 1}, pour tout n. L’algorithme de Borwein et Loring permet d’obtenir tous les
développements de x (si x n’est pas dyadique). Il revient a choisir, pour m = 1,2,..., un
élément quelconque a,, € {0, 1,2}, puis & choisir pour d,, le plus grand élément de {0, 1}

qui vérifie
" n Q@
E dp— <ax— 2.
2n dm
n=1

On obtient ainsi une infinité de développements, pour chaque élément x d’un sous-ensemble
dense de [0, 2]. D’autre part la conjecture tout dyadique admet un développement x-binaire
fini équivaut a dire que la transformation (n,a) — T'(n,a) = (n+1,2(a —nf[a/n])) vérifie :

V(n,a) e N* x N, 3k € N, Ty(n,a) = (n+k,0).

6.3. Systéemes fibrés [Scwl]. Un systeme fibré est une famille d’applications Tj :]0, 1[—
10, 1] dans lui-méme, j > 1, et de partitions :

10, 1= @D lay(n), b; ()]
nel;
I’ ensemble d’indices Z; étant fini ou infini. On suppose que la restriction de 7} a chaque
intervalle |a;(n), bj(n)[ est continue injective. On appelle alors développement d’un élément
z de |0, 1], la suite d’entiers (d;)52; = (d;(2))72; telle que, pour tout j > 1
(5) TjyoTjgo0---oTi(x) €la;(dy), bj(dj)[-

L’exemple le plus simple est le développement en base 2 avec Ja;(n), bj(n)[=]n/2, (n+1)/2]
avec n = 0 ou 1 et Tj(x) = frac{2z} Il y a aussi le développement en fraction continue,
ou |a;j(n),bj(n)[=]1/(n + 1),1/n[ avec n > 1 et Tj(z) = frac{1/z}. Dans le cas de la
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o — v expansions les fonctions 7} sont linéaires affines sur chaque intervalle, ce qui permet
de déduire de (5) un développement en série de x (voir [Ga] chapitre 1). Comme on
suppose aussi les intervalles semi-ouverts a gauche, les développements sont infinis. En
prenant 7(z) = 25 (z — 1/n) pour z €]1/n,1/(n — 1)[ avec n > 2 on en déduit aussi un
développement en produit (produit de Cantor)

~ 1
l+a= 1:[ (1 + dj)

7j=1
Les résultats de Galambos [Ga] portent sur la condition d’admissibilité des suites (d;)52;,
la condition pour que x soit égal a la somme de sa série associée, le développement des
rationels ; sur la répartition des variables aléatoires x — d;(z) et des propriétés vérifiées
presque partout par la suite (d;(x))32,, ou par la vitesse de convergence de la série associée
a x; sur l'ergodicité et les mesures invariantes par 7' (dans le cas ot T; = T est linéaire af-
fine par morceaux, avec un nombre fini d’intervalles). Dans le cas général, d’autres résultats
portent sur la répartition de la suite

Tjyo---oT(x)—a;(d;)
bj(d;) — a;(d;)

En effet cette suite est équirépartie (pour presque tout x) dans la plupart des cas parti-

culiers, ce qui n’est pas le cas de la suite j +— Tj_1 o--- o Ty(x). Voir aussi dans [Lal, une

condition suffisante pour que (t;(x))32; soit completement équirépartie, c’est a dire pour

que la suite

Jj () = €0, 1.

J (@)t (@), o tjak(@)
soit équirépartie dans (0,1)¥T! pour tout k € N. Dans le prolongement de I'exposé de
Galambos, il y a les articles de Kalpazidou et Knopfmacher [Kal, Knl, Kn2] sur d’autres
cas particuliers; 'article de Schweiger [Scw2] selon lequel, si 7" est une homographie sur

un nombre fini d’intervalles, la densité de la mesure invariante est de la forme
1 1

@)= s o T@ =g o S = on f@
Les séries de Cantor, représentations sous la forme dj

o0

>

avec d; € {0,1,...,¢ — 1} pour tout j, sont un cas particulier des systémes fibrés, mais
pas des o — y-expansions car les développements peuvent étre finis. Bick [Bi] démontre

I’équirépartition de la suite
o .
r(j,n
ne 3o 20
o0

ou (g;) 52 est une suite strictement croissante d’entiers premiers entre eux deux a deux,
et r(j,n) le reste de la division de n par ¢;. Dans [Ha] on a un développement en série de
Cantor associé a la fraction continue d’un nombre quadratique ; dans ce cas x est rationnel
si et seulement si son développement est ultimement périodique.

6.4. Autres exemples, développements des entiers. Soit C' une partie finie de N;
I’ensemble

EC::{ZS Cngn:cnecan:0717"'7s}

n=0
étant égal a N si C ={0,1,...,9 — 1}, la question se pose de caractériser les ensembles C
tels que N\ E¢ soit fini. Rauzy [Rz3] traite le cas de I'ensemble C' = {1, 5, 6,25, 26, 30, 31}
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en base g = 3. Il définit un automate qui reconnait les développements en base 3 des
éléments de E : I’ensemble des états est 'ensemble des parties de

sup C

= 1,...,15};
[ =015

NN [O,

Palphabet est {0,1,2}; quelque soit r dans cet alphabet, chaque état X est relié par un
arc d’étiquette r a 1’état

{r+3h—c:heX,ceC}n{0,1,...,15};

Pétat initial est {0}, et tout état contenant 0 est final. On peut alors répondre a la question,
car ensemble N\ E¢ est fini si et seulement si tout état récurrent accessible a partir de
{0} est final. Rauzy fait le lien entre ce probléme et celui du développement des rationnels
sous la forme ) 7 _, 1/ng, ou les entiers distincts ny appartiennent & un ensemble donné.
Autres articles sur ces développements, [Yo| pour le nombre d’entiers n representables en
> r—q 1/ny (avec ny < nx+1 < n pour tout k),[Ans] pour les fractions égyptiennes et [Er2]
pour la réductibilité des sommes y - ; ax/ng. La généralisation pour les développements
en base 2 se trouve dans [He| : étant donnés deux réels « et 3, Hegyvari donne une condition
suffisante pour que tout entier assez grand se développe sous la forme Y ;_, epay, avec
e € {0,1} pour tout k, et

ar € {[2na] : n € N} U{[2nb] : n € N}.

6.5. Fraction continues. Angell [Ang| et Tong [To] donnent une condition nécessaire et
suffisante sur les suites d’entiers positifs (x,,)52;, pour que la suite

1

n (052, .., 21] = i
Tp + 1

Tp—1+

N |
_‘_7
Z1
n’aie pas de point d’accumulation autre que 0 Dans [Bsl| on a la distribution de la suite
n — ¢nlgn® — pn| pour presque tout z, ou la fraction irréductible p, /g, est le n-ieme
convergent de [ag;ay,...,ay] de la fraction continue de z. Ce résultat est généralisé dans
[Bs2] aux convergents intermédiaires :

pn(a)
qn(a)

Le méme résultat est démontré dans [Krk] et [Bs3] pour les fractions continues semi-
régulieres :

= lap;ai,...,an—1,a] avec a € N.

€1

lag; e1,a15e2,a2;...] = ag + — e

a1+ %5
a2 + —
avec e € {0,1} pour tout n, et des contraintes sur a,, et e,. Au sujet de la répartition
des chiffres dans les fractions continues, Iofescu [lo] démontre une propriété de mélange ;
Nolte [No] et Knopfmacher [?] calculent la fréquence (pour presque tout x) de {n : a, = a
mod m}. Dans [?] on a les estimations

N
Zfrac{na+ﬂ} = % + O(y/logN) = % +O(y/NlogN)
n=0
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la premiere étant uniforme en J et la seconde en «, (3, avec une condition de mauvaise
approximation de a par sa fraction continue [ag;ai,...,an] = pn/qn et le terme d’erreur
de la seconde approximation dépendant du développement de N en base (gn)52.
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