Qu’est-ce qu’un algorithme ?
Comment exprimer et communiquer un algorithme ?
« Opération élémentaire » et la représentation des nombres

Louis Nolin

Avant-Propos. — Dans cette seconde partie de [’introduction a la programmation
des problemes scientifiques, apres le contexte exposé dans le numéro précédent
du bulletin, arrivent les parties :

- Qu’est-ce qu’un algorithme ?

- Comment exprimer et communiquer un algorithme ?

- Lanotion d’« opération élémentaire » et la représentation des nombres.

Dans un premier temps, la notion d’algorithme n’est pas définie de maniere
rigoureuse, c’est « adapter une méthode a la résolution automatique d’un
probleme ».

Ensuite, la maniere explicite d’exposer 1’algorithme, qui fournit la solution a un
probléme, se traite avec un schéma, nommé organigramme. Vous pourriez vous
orienter vers l'utilisation de LARP pour agrémenter les exercices proposés, le
logiciel dispose d'un systéme d'aide en ligne offrant une description détaillée de
I'environnement de développement de LARP ainsi que de son langage pseudo-
code et ses instructions d'organigramme. L'environnement de développement de
LARP est constitué¢ de plusieurs composants, dont les principaux sont la fenétre
principale, la console d'exécution, la fenétre d’exécution pas-a-pas.

LARP est en fait un acronyme. Il vient de la compression de la phrase « Logiciel
d'Algorithmes et de Résolution de Problemes ». LARP est un langage de
programmation permettant le prototypage rapide d'algorithmes. L'avantage de
LARP est que le programme est un langage pseudo-code a syntaxe flexible et non
un code source a compiler, ce qui permet de formuler des algorithmes en un
langage semi-naturel plutdét que de devoir adhérer a une syntaxe rigide et
cryptique telle que celle des langages de programmation traditionnels (C++,
Pascal, Java, etc.). (Iu sur https://www .tice-education.fr )

La notion d’« opération élémentaire » et la représentation des nombres sont
exposées a I’aide des machines de Turing.

Et rappelons, qu’un échauffement a la main du calcul constitue un bon début a
I’aide des exercices proposés. (N.D.L.R.)
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IT - QU'EST-CE QU'UN ALGORITHME 7

On peut définir la programmation comme l'art de rechercher des
méthodes de calcul et de les adapter & la résolution automatique
des problémes.

Expliquons-nous.

"Résoudre automatiquement un probléme" c'egt, finalement, le
soumettre & un calculateur automatique particulier, capable d'ef-
fectuer quelgues opérations simples;

"Adapter une méthode & la résolution automatique d'un probléme"
c'est donec, essentiellement, la réduire &4 une chalne d'opérations

élémenitaires.

La chose nous est familidre. .
Dés la classe de 5&me, tous les écoliers s'initient aux  mé-
thodes des constructions géoméitrigues, et apprennent par coeur gue
pour construire la bissectrice d'un angle avec la régle et le com-

pas, 1l faut exécuter les opérations suivanies ¢

Tracer un cercle de rayon R , gquelcongue, dont le centre est le
sommet S de l'angle; ce cercle coupe les cités de l'angle aux
points A et B

Tracer un cercle de centre A et de rayon R', plus grand gque
R
Tracer un cercle de cenire B et de rayon R' ; les deux der-
niers cercles se coupent au moins en un point C

Tracer la droite SC ¢ c'est la bisssctrice de 1l'angle.

Laconstruction" est ainsi décomposée en une suite d'"opéra-—
tions permises' :

Tracer un cercle de centre et de rayon choisis;
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Tracer une droite passant par deux points choisis.

C'est en 58me qu'on revoit de fagon sérieuse les procédés usuels
pour le calcul, mental ou "& la main" , de la somme, la différence,
le produit, le quotient & une unité prés, de deux nombres exprimés
dans la notation décimale. C'est & ces quatre opérations qu'on va
ramener par la suite, directement ou indirectement, tous les pro-
cédés de calcul comme ceux qui permettent d'extraire la racine car-
rée d'un nombre positif ou de trouver le p.g.c.d. de deux entiers.

Ce dernier est connu sous le nom d'"algorithme" d'Buclide. Rete-
nons ce terme d'algorithme : il nous servirs désormais & désigner
ce gque nous avons appelé jusqu'ici du nom de procédés, de méthodes
de calcul, voire de "formules", comme celles qui donnent la solu-—
tion d'une équation algébrique de degré inférieur &4 5 , la "for-
mule de Simpson" pour le calcul des intégrales définies, ou bien
encore les "développements limités" qui permettent d'obtenir des
valeurs approchées d'une fonction.

Cl'est encore un algorithme que 1'ensemble des procédés de déri-
vation formelle. Il comporte des "formules" pour la dérivation des
fonctions simples et des "régles" qui permettent d'y ramener, de
proche en proche, le calcul des dérivées d'une somme, d'un produit,

d'un quotient, d'une composition de fonctions, d'une intégrale, etc.

Les algorithmes auxquels nous venons de faire allusion sont bien
connus : ils sont exposés avec plus ou moins de bonheur dans de nom-
breux ouvrages classiques.

Il n'en est pas toujours de méme. Il faut y regarder de plus prés
pour apercevoir, derriére l'algorithme d'Euclide, celui qui permet
d'obtenir la solution des équations diophantiennes de la forme
ax + by = ¢ 3 il faut un tout petit peu d'imagination pour adapter
les méthodes de STURM & la recherche des éléments propres d'une
matrice symétrique tridiagonale; enfin, ce n'est qu'en rapprochant
les théorémes de FROBENIUS et de MISES qu'on peut songer & ap-
pligquer le procéde de la multiplication itérée d‘'une matrice par un

-

vecteur & la recherche des racines des équations algébrigues.
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Dans le méme ordre d'idées on peut constater que, bien souvent,

les démonstrations d'existence — pour autant qu'elles sont "effec—
tives" - contiennent implicitement un procédé de construction de
l'objet défini : la "méthode des rectangles" pour le calcul appro-
ché d'une intégrale est contenue, pour l'essentiel, dans la défini-
tion de l'intégrale de Riemann.

I1 y a2 mieux encore. Pendant longtemps, beaucoup de problémes ont
paru si simples qu'on aurait pehsé perdre son temps en s'avisant de
décrire par le menu un algorithme qui permette de les résoudre. A gquoi
bon insister, par exemple, sur la manidre de ranger une suite de nom-
bres dans l'ordre desvaleurs croissantes 7 "cela va de soi", n'est-
ce~pas ? Oui, sans doute, si le probldme est proposé & une personne
avertie. Mais pour permettre & un cancre ou i un calculateur automa-
tique de le résoudre, il faudra se donner la peine de décrire soi-
gneusement un algorithme approprié. On constatera alors qu'il y a
bien des maniéres de faire, qui sont loin d'étre équivalentes quant
& la rapidité d'exécution.

Dans tous les cas, le fait que certaines opérations soient per—
mises & l'exclusion de toutes autres constitue une contrainte qui
ne facilite pas les choses, nous le savons par expérience; GAUSS
lui-méme, & ce qu'on dit, n'était pas peu fier de sa construction
de 1l'angle 2Tr/17 « Bt que dire de la "géoméirie du compas" ol

la éeule opération permise est la construction de cercles ! (1)

On femarquera que ces démarches préseﬂféﬂf de grahdes analogies
aved 1 déhonstraticn d'une propdéitioﬁ ﬁdﬁﬁéhéfié&gl

Démontrer, par les moyens de la géométrie élémentaire, que la
projection d'un cercle sur un plan est une ellipse;

Démontrer, par récurrence, l'identité

n

Z cos(mx) = Sin(yg“l x)cos(% x)

m=0 sin —}25

e

Démontrer les axiomes de HILBERT 3 partir de ceux de VEBLEN ;

(1) Voir l'exercice IT.2
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voild qui ressemble étrangement aux probldmes que nous avons

évoqués.

Nous ne chercherons pas, pour l'instant, & définir de manidre
rigoureuse la notion d'algorithme : les exemples précédents suf-—
fisent pour que nous nous entendions sur ce terme. Nous allons
évoquer plutdt les problémes pratiques posés par la recherche d'al-
gorithmes appropriés & la résolution automatique des problémes nu-—

mériques.

EXERCICE TITI.1

Revoir les algorithmes classiques auxquels on vient de faire

allusion.

EXERCICE II.2

Probléme de MASCHERONI (ou de NAPOLEON).
Construire le centre du cercle circonscrit & un triangle isocé-—
le en utilisant le compas seul.

On s'appuiera, pour cela, sur les propriétés de la figure sui-

vante

1+ 81 on comnait P,R,S ou R,5,T , on peut comstruire @ ;
2
2. bc = a .
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III - COMMENT EXPRIMER ET COMMUNIQUER UN ALGORITHME ?

Chacun de nous a pu constater que la nécessité d'effectuer, par
exemple, 1'addition de deux nombres écrits sur une feuille de papier,
déclenche aussitdt une suite de gestes aussi efficaces qu'automati-
ques. Chez un calculateur chevronné,de nombreux procédés de calcul
sont ainsi devenus des mécanismes réflexes.

Mais les algorithmes sont trop nombreux, trop complexes aussi,
et parfois trop rarement utilisés pour gqu'il en soit toujours ainsi:
le probléme de leur communication se pose 186t ou tard. Bt cela ne va
pas sans mal. Qu'on nous demande tout & trac d'enseigner & un jeune
éléve la maniére dont nous calculons, par exemple, la Tracine carrée
d'un nombre entier et nous serons sans doute bien en peine de trou-
ver sur l'heure une expression & la fois correcte et compréhensible
pour un algorithme que, par ailleurs, nous connaissons fort bien.

Remplacez le jeune élé&ve par une machine & calculer et vous vous
trouveréz d'emblée devant l'un des problémes qui se posent au pro-
grammeur : communigquer & une machine, interlocuteur le plus borné
qui soit, la suite des démarches qui constitue un algorithme.

C'est qu'en effet le probléme de la communication a pour para-
métre essentiel la qualité de l'auditeur.

La maniére la plus expéditive et la moins fatigante dlexprimer
un algorithme consiste & y faire allusion. J'en ai usé largement
Jusqu'ici; c'est que j'avais choisi des exemples simples et que je
m'adressais & des lecteurs avertis,

Malheureusement les algorithmes sont en général compliqués et fort
peu connus : il faut, une fois au moins, les exposer de fagon dé-

taillée & qui sait "lire, écrire et compter" suivant une expression

fameuse.
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Méfions-nous donc de ces modes d'expression & peine plus détail-
lés que la simple allusion. Ainsi, il ne suffit pas de dire que la
manigre de calculer la valeur de 1'expression

4 3
(1)

ax + a, X7 +

2
0 1 X + a

X+ a
3

a, 4
pour des valeurs données de ao,..o,a4, x est indiquée par 1l'ex~
pression (1) elle-méme. Tout algorithme est en effet une suite d'o-
pérations effectuées dans un ordre déterminé. En laissant entendre
que l'expression (1) contient tout ce gu'il est possible d'expri-
mer sur cet enchainement, voulons-nous dire que nous la considérons

comme 1l'abréviation de 1l'expression suivante : |
(2) [[[ao(((x.x)x)xil + [a1((x.x)x)1| + [az(x.x)]J+ [a3.x] *ay

olh 1'ordre des opérations a effectuer est clairement indiqué ?
Non, car nous considérerons comme bien stupide quicongue procédera

ainsiy c'est & 1l'expression
(3) ((((ao.x) + aq) x + a2) X + a3) X+ ay,

que nous songions. Le calcul ainsi condnit(1) n'exige que 4 multi-
Plications au lieu des10 qu'imposerait une méthode inspirée & la

lettre de 1'expression (2).

Ceci dit, il reste encore plusieurs manidres assez différentes
d'exprimer un algorithme, comme nous allons le voir sur des exem~—
ples.

Examinons tout d'abord le probldme du rangement 4 'une suite
finie S8 de n nombres dans l'ordre des valeurs croissantes. Si
on fait abstraction des termes égaux de S , ce pr-hléme est ce—
lui de la génération du groupe syméirique d'ordre m . Le fait
que tout sous~groupe d'un tel groupe qui contient un uombre suf-

fisant de permutationsde deux éléments est identique au groupe

(1) Ce procédé est connu sous le nom de "schéma" (ou algorithme)
de HORNER.
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lui-méme, va nous fournir le principe d'une solution : on peut ob-
nir le rangement désiré des termes de la suite S en permutant &
bon escient deux éléménts voising de la suite initiale ou des suites
obtenues par te procédé. Vous remarquerez que les mots " & bon es-
cient" font allusion & un processus ee. nON précisé. Une description
détaillée de l'algorithme auquel nous songeons devra se montrer plus
explicitea

Si nous

désignons par 841 Bpresesd le premier, le second,ees,

le dernier

élément de la suite, au moment oll nous en parlons, nous

pouvons dire par exemple

Comparer a1 et as 5 si 'a1> az, permuter a{ et ay gsinon

Comparer a, et a3 3 si a, >a3, permuter a, e? a3 et reprendre
au-‘début ; ‘sinon

Comparer 33 et a4 3 si a3>-a4, permuter ay et a4 et reprendre
au début ; sinon :

Comparer ay et 25 etCona

La marche & suivre est parfaitement claire pour qui sait, non seu-
lement "lire, écrire et compter'" , mais encore prendre conscience
de la progression des indices et ... s'arréter a temps. On peut 8tre

un peu plus explicite encore en disant, par exemple

Comparer a1 et as 3 si a1> Py permuter

a1 et as si-mon 3

S5i 2=n< s, terminé

C?mpare? a, et ay j
au début ;
Si 3=n , terminé ;
3 et a# ;

au début ;

Comparer a

Si 4=l’l P}

Comparer

terminé ;

a, et a. 3

By °F B5

sinon

si a,>aq, permuter a, et ay et repren@re

sinon @

gsinon

si permuter et a, et reprendre

a3>a4, a3 4

sinon .

sinon ¢

etOno.

Ainsi,nous ne supposons, chez l'auditeur, que la faculté d'aperce—

voir la progression des indices, autrement dit, de généraliser. Ce

n'est pas excessif si 1'auditeur est un &tre intelligent; c'est

(1) Ceci suppose que la suite initiale a au moins 2 éléments.

BIAA.
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trop si l'interlocuteur est une machine. C'est pourquoi, & son

intention, nous dessinerons le schéma suivant :

Début

Go

Poger
i=1

Faire ' Permuter

i i+ a. et a,
= 1 i 2441

FIN

Le symbolisme -que nous adopterons dorénavant en le complétant
au besoin ~ est facile & deviner :
a4 partir du "Début" et jusqu'a la "Fin"

nous effectuons une suite d'opérations décrites explicitement

et exprimés dans un cartouche :

' |, s'il s'agit d'une opération "arithmétique" (par exem~

-

ple :"poser i = 1" c'est & dire attribuer & l'indice 1

la valeur 1) ou d'un algorithme trés simple (par exemple : "per—

. e .ll.
muter a, 1 LI )P
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<;v;>, s'il s'agit d'une comparaison (par exemple : "ai;gai+1?y .
c'est & dire : a, est-il supérieuq,é I 13 ).,

L'enchainement de ces opérations, leur succession, est indigqué

par des fléches L o

—

Vous remarquerez , que,sous peine' d'indétermination,

~ une fléche seulement peut lier lopération indiquée dans un

a la suivante;

— deux fléches et deux seulement doivent lier la comparaison
repérée par un <<::;, aux opérations suivantes : l'une d'elle porte

la mention "Vrai - ou encore "oui' - 1'autre la mention "Faux" -
ou encore '"non" - : elles indiquent la marche & 'suivre lorsque la
condition est vérifiée ouw ne l'est pas. 7

Par contre, plusieursjfléphes peuvent ﬁarféitemeni reﬁvoyer a la
méme opération. :

Ces remarques étant faites, la 51gn1flcat10n du schéma. ci~dessus
devient -tout & fait clalre (1): clest une maniére explicite d'expo-
ser l'algorithme qui fournlt la solution de notre probléme. On donne

d'ordinaire & un tel schéma le nom d'lgrganigramme .

L'organigramme est & l'expression en langage usuel de 1l'algori-
thme ce que l'affiche est au placard ydblicitaire, ce que le dessin
humoristique est & 1'histoire drdle : il s'adresse & un speciateur
Plutdt qu'd un auditeur. Il peut donc, chez certains sujets, facili-~
ter grandement la compréhension d4'un algorlthme.

Mais il se trouve que les machlnes s accomodent mieux d'un lan~
gage. Qu'a cela ne tlenne, nous allons "traduire" notre organigramme,
sinon en "bon" frangais, du moins en un langage compréhensible, et
revenir, & peu de chose pres, & notre premiéremrédaction, snlexpli—
citant cette foié le contenu du mot "etc" .

Rien n'est plus simple si on prend la precautlon de reperer, dans
1'organ1gramme, au moins celles des opératmons auxquelles renv01ent

plusieurs fléches, en utlllsant par exemple des groupes de lettres

(1) Remarquons tout de méme que 1'opération "Faire i=i+1" signifie:
"attribuer & l'indice 1 sa valeur précédente augmentée de 1", autre-
ment dit, "augmenter de 1 la valeur de 1l'indice i ".

BILAA. 12 N°113 - Juin 2019



- 18 -

ou encore des nombres entiers cardinaux {car 1l'ordre dans lequel

on les emploie est indifférent).

Dévut

FIN

Début
1 : Poser i =1

2 : 5i a; >ai alors g.permuter a; et 35,4 5 8i i=1 aller a 3

sinon aller & 1}

+1

ginon

3

Faire i = i+1 53 si i = n terminé,sinon aller & 2 .

Que ce texte exprime exactement le contenu de 1'organigramme,
cela n'est pas douteux. Ce qui l'est peut-&tre un peu plus c'est
qu'il soit une expression correcte'de l'algorithme qui doit nous
permettre de ranger dans l'ordre des valeurs croissantes les ter—

mes d'une suite quelconque Byyeeesd (pourvu que n soit %2).

n
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Pour en avoir le coeur net nous allons prendre un exemplesC 'egt~
a-dire appliquer l'algorithme au rangement des termes d'une suite

particulidre (n=3):
a4y gy ag
8, 9, 3

Appliquer l'algorithme & cette suite, cela revient & effectuer les

opérations suivantes

on pose i

1

13 ﬁéaz(w18§9)&mm
;s 2%n 2y ay (car 9 »3) done

on permute ay et a3 : a

i
n

on pose i

comme i ?51 s
>a, (car 8 »3) done

on permute a1 et 8o t a &y a3

on pose 1 =13 a

1

comme i =1 |,
on pose i =23 24%¥n; a26a3 (car 84 9) donc,
on pose i=3 3 3 =mn.PFin .
L'opération est terminéde.
On constate gue les termes de la dernidre suite obtenue sont

bien rangés dans l'ordre des valeurs croissantes (aié-a pour

ik
i, = 15 asayh=1) s

Peut-on conclure que notre algorithme fournit dans tous les cas
la solution du probléme ? Contentons-nous de remarquer que notre
exemple était tel que nous avons parcouru, en le traitant, toutes

les branches de l'organigramme.

Pour nous familiariser avec ces modes d'expression. des algori-
thmes, nous allons examiner quelques autres problémes, et tout d'a-—

bord celui du calcul de la valeur de l'expression

Nn—
Xn+a X 1 +.oc+a

24 1

X <8
n-1 n

le schéma de Horner peut se traduire dans 1'organigramme suivant
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isn
? v
faire i=i+1;

< calculer
FIN S=% a X +ai

i,

En langage courant :

Début

Poser i =0, s = ao';

si i¢n alors -{fﬁire i=i+1 3 calculer s=sox+a,; aller & 1}

—
e

sinon, terminé .
Ainsi,pour calculer la valeur de l'expression

2% 3, 3% 2.3

pour la valeur -2 de'x, on exécutera les calculs suivants
Poser i =0, s=13

1 et s

2 et s

0&n , donc faire i

1x(=2)+2
0 x(-2)+3

it fl
w O

1 <n , donc faire i

it
ii

22n , terminé.

La valeur finale de s est la valeur cherchée.

Reprenons maintenant le produit de deux matrices carrées A et
B, d'ordre n , & éléments réels. Soit C = AxB donc
n

c. . = A, B .
1,J kz___,1 1,kx kyJ
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DEBUT

it
-y

Poser i

i

Poser

Faire
J=3j+1

jén

non ' k4n oui
é, \\\\\j//// v
" calculer
non c.'.=c., .+a, b .
Ayd Tisd Tisk TkyJs
Faire k =k + 1

O

Faire
i=i4+1

FIN

En langage courant :

Début

Poser

i=

1

3: si k&n alors

si

si

BIAA.

j<n

14

s 1 : Poser j=%t ; 2: Poser k=1 , s 3 =0 3

b4 .
® b sFaire k=k+1jaller & 3}

Calculer c. .=c '+ai,k K, j

1, 14
sinon
alors 4 Faire j = j+1 ;  aller & 2 }
sinon
i+l 3

alors {Faire i= aller a 1 }

sinon, terminé.
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Enfin 1l'algorithme d'BEuclide pour le calcul du psgidic deudeux

nombres a et b peut s'exprimer de la fagon suivante

non /éﬁZE%\ oui

Y ¢
Permuter)
aetb

®

vy

Poser
D=a ) d.x.b

pgdc=a

FIN

e

@

Calculer
q D/d
T D-gq Xd

(|

: i&
i ‘ l i

FIN

Poser
pgtd= d

En langage courant :

BIAA.

Poser
D=4,
d =’
17
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Début
Si
Si

13 Poser D = a

- 23'_

a="5b alors(poser pgdd = a , terminé} sinon

1

a ¢b alors\permuter a 8t b 3

2: Calculer q = D/d s
r =0 alors {poser pgdd = d , terminé } sinon
Pogser D=d , 4=

S5i

y d=D 3

r=D~-qgXd;

r et aller & 2 .

EXERCICE TIIT.1

Vérifier, sur des exemples simples, les deux algorithmes pré-

cédents.

EXERCICE III.Z2

Compléter l'organigramme suivant de facon & ce qu'il exprime

un algorithme pour le rangement d'une suite de nombres par ordre

de grandeurs croissantes

Poser

Permuter
- .
al 5 a1+1

\

B

BIAA.

Y4

i

Faire
= i+ 1

FIN

18

Mg
4

D
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EXERCICES T1T.3,4,5

Exprimer sous forme d'orgenigramme et en langage courant des

algorithmes qui permettent de résoudre les problémes suivants :

3. Caleul de la dérivée du polyndme

I -
X + a,x 1+aoe+a

ao 1 X + a

-1 n
4. Résolution de 1l'égquation du second degré.

b
5. OCalcul de JF 1/(1+x2) dx par la méthode des trapdzes.
a

EXBRCICES IIT.6

Améliorer l'algorithme de rangement des nombres par ordre de
grandeur croissante en généralisant la méthode utilisée dans 1'exem-—

ple ci-dessous

-

térmes considérés suite a

1 %o 33 a4 a5 ag
2 1 5 4

a1 et 25 1 2 5 4

ay et a3 - - - - - -

ay et a4 1 2 4 5 3 )

as et a3 - - - = - -

ay ot ag 1 4 3 5 6

ay et 3y 1 3 4 5 6

a, et as - - - - - -

a5 et a6 : - o s - - —

terminé
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IV - LA NOTION D!"OPERATION ELEMENTAIRE'"

ET LA REPRESENTATION DES NOMBRES

Nous avons dit plus haut (1) que "régsoudre automatiquement un
prebleéme” c'était, finalement, le soumettre & un calculateur ca-—
pable d'effectuer un petit nombre d'opérations "simples". Clest
cette idée d'opération "simple" ou encore "élémentaire" que nous
allons préciser maintenant. Car enfin, suivant notre penchant na-
turel & la paresse - ou sacrifiant & certaines conventions - nous

pourrions &tre tentés de résumer 1l'algorithme d'Buclide dans 1'or-

ganigramme suivant :

DEBUT

!

Calculer
L& Pogodod de aetided.

!

FIN

Ce qui est admirable c'est gue cela réussisse parfois: certgifk
nes machines savent en effet calculer le Pogod.clde doux!mdmhnééﬁﬁ)a
Mais la plupart du temps il n'en est rien: une machine déterminde
ne sait effectuer qu'un nombre fini, trés petit(B), d'opérations,

celles qui sont définies dans son"mode demploi.

Nous allons le montrer sur un exemple, celul des machines de
‘I‘uringu‘}o

(1) Page 9 - o

.21 Geui, gréce & un "sous-programme" .

(3! %, 50, 100, 2003 au deld, la méfiance s.'impose.

4 Ltexposé qui suit n'est pas une version orthodoxe de 1a théo~
rie des machines de Turing. L'essentiel, pourtant,a été con-
servéjson le verra aisément en se reportant,par exemple,a 1'ouw

vrage de Martin DAVIS:Computability and unsolvability ,
HMe GRAW-HILL 1958,

A,
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Une telle machine se compose essentiellement d'un mécanisme
capable dteffectuer les opérations qu'on va énumérer dans un ins-
tanty; quand on lui fournit une certaine "information®,

Cette information, cfest le contenu d'une bande de papier in-
définiment prolongeable dans les deux sens et divisée en cases

Juxtaposées :

le contenu de chacune de ces cases peut 8tre

soit blanc  (symbolisé par B )

soit noir (symbolisé par N )
Une "t&te de lecture et d'écriture" se trouve, & tout moment,
en face d'une case et d’une seule; on la représente schématique-

ment par le symbole A placé au dessous de cette case :

T ;

Le contenu de la bande et la position de A par rapport 3

elle; & un moment donné, constituent une “configuration®.
Dans tous les cas intéressants, les configurations gqui ne dif-
férent que par le contenu de cases suffisamment éloignées de A\

sont équivalentes.

Les nombres entiers 2 0 sont représentés de la fagon suivan-—
te 3

)
OggBNBE

2 % B |N| N |N (B é

etcos

A partir d'une configuration initiale la machine peut effectuer
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un certain nombre d'opérations élémentaires; chacune d'elles fait
l'objet d'un ordre ou instruction , donné en temps voulu & la
machine, Une suite finie d'instructions constitue un programme
un programme exprime — en général ~ un algorithme bien défini.

Les seules instructions dont on dispose pour écrire les pro-—
grammes sont les suilvantes:

1. Bxaminer le contenu de la case explorée; s'il est noir aller
4 l'instruction o , sinon aller a l'instruction P du programme.

2. Déplacer la téte de lecture pour explorer la case immédiate~-
ment & droite; puis exécuter l!instruction suivante.

3, Déplacer la téte de lecture pour explorer la case immédiate—
ment & gauche; puils exécuter l'instruction suivante.

4., Inserire B dans la case explorée (aprés avoir effacé le
contenu précédent); puis exécuter l'instruction suivante.

5. Inscrire N dans la case explorée (aprés avoir efface le

contenu précédent); puis exécuter 1'instruction suivante.

Pour pouvoir traduire facilement un algorithme par un organi-

gramme on adoptera le symbolisme suivant :

1. L2 w4 A

2o PN
3. pu
4 B |~
5 N

Aussi surprenant qu'il puisse paraltre, une telle machine est
capable de calculer la valeur de n'importe quelle fonction ari-
thmétique lorsgquion lui fournit la valeur de ses argumentsa(1)

Bien entendu il faut, pour cela, lui fournit un algorithme

approprié. Nous allons en voir quelques exemples.

(1) Voir Martin DAVIS op. cit.
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2 :(1)

Pb1. Bcrire le nombre

DEBUT

4.m4-14—za-la-zj

)

B

T
—

py

N

y
s

L——— FIN

ou encore @

débutgB s~ ; N3 — 3 N—>; N ; —> ; B ; fin

e

Quelle que soit la configuration initiale on obtiendra, &
la fin du calcul, une configuration qui sera caractérisée, au

voisinage de A par

coe BNNNB .00
TAY

4 un nombre (on suppose qu'tau début A est
"N et qu'd la fin A est au dessous

Pb2. Ajouter 1
au dessous du premier

du dernier "N" )

DEBUT

s

G"Td-tdtl—-lG-ZVi

FIN

(1) DEBUT et FIN ne sont pas, & proprement parler, des "opé-—
tions"” mais des indications ... utiles.
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ou encore 3

Debut 3 1 ¢+ —» 3 s1 Naller 41 sinon N ;3 —>3; B ;5 ¢~ ; fin,

ou encore
Début ; tant que le contenu de la case explorée est N regarder 3
droite; (lorsque le contenu de la case explorée est B ) N 3 —> 3
B 34— 3 fin,

Exemple :
Pour former 3 & partir de 2 , c'est & dire pour passer de la
configuration

BNNNB

Ja

a3 la configuration

BNNNDNB

A

la machine effectuera les opérations suivantes 3

e B e ] (car la case explorée contient N)
—> (car N) 5 W (car B) § —>3 B ; ¢

Pb3. Calculer la somme de deux nombres. Plus précisément : passer

la configuration

p+1 q+1
,_.A,-—-\ A ey,

2ooB Noool B Neool Boos

A
a4 la configuration
pta+1
"
DDOB NJOON B.OO

JAN

Tant que le contenu de la case explorée est N regarder &
droite; (dés qu'il est B) écrire N puis

regarder & droite tant que le contenu de la case explorée est Nj
(d&s qu'il est B) regarder & gauche; écrire B ; regarder & gau—

-

che ;3 écrire B ;3 regarder & gauche.

ou encore 3
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DEBUT

=N
e

4 B

&
AT

S

$

¥ ]

St

ﬁT4~w¢T«m¢T¢~l

=
-
=

N B 7
</

Pb4, Becrire une seconde fois un nombre donné . Plus précisement,

passer de la configuration

p+1

OOQB NOOON BOQO
A

a8 la configuration
p+1 p+1
K.—A.——-\ (__A--—\
DODB NOOONBNOOON BOOQ
A
Désignons par e le contenu de la case explorée & un moment-
donmné. Ltalgorithme utilisé peut s'exprimer ainsi :
début
tant que e = N , regarder a droite ;
{lorsque e = B) regarder & droite ;
1¢ N3 — 35 B j ¢ ;

tant que e = N , regarder & gauche 3
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(lorsque e = B) regarder & gauche ;
tant que e = B  regarder & gauche ;

(lorsque e

N) regarder & gauche ;

-

si e =N aller & "Ier cas" , sinon & "2&me cas" [

Ier Cas: —>; B ; tant que e = B s regarder a droite puis tant

-~

que e = N regarder & droite ;
(lorsque e = B) aller & 1 .
2éme Cas: —>j; —>; tant que e = B ; écrire N et regarder & droite
(lorsque e = N) €~ ; B ; —>;
fin.

ou encore

DEBUT
I
N _
%—‘ — =
S WY
. : [=]
e IR —[—
L %) - N <
| N ! LP.. < >
E ' 2 -
5 s =
-___—”’553:* ii+ "
Lty_J NN l
N .
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Ces quelques exemples suffisent pour faire comprendre ce

1)

Ils permettent déja d'entrevoir ce que peut &tre, pour une machi-

qu'est une opération élémentaire( exécutable par une machine.
ne; une opération "complexe" ou "synthethue"g insi l'opération
"tant que le contenu de la case explorée est XN regarder &
droite"
" n'est rien d'autre que l'enchalnement d!opérations élémen—

taires

enchalnement qui est équivalent au suivant

—— !

~

(1) Bxprimée par une "micro~ingtruction® .

(2) Exprimée -par une "macro-instruction”.
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EXBRCICE TIV.1

-

Décrire un algorithme permettant & une machine de Turing de
passer de la configuration

p+1 q+1
N N
...B NO.QNB ND.ON B.‘.
A

(o p» a), & la configuration
p-q+1
SR

oeeB NewoN B.uo
A

(soustraction)

EXERCICE TV.2

Décrire un algorithme permettant & une machine de Turing de
passer de la configuration

p+1
I
«eeB8 N...N B,..
AN

a la configuration

p+1 2p+1
P e

ooeB NoaoN B NoooN Bowe
(multiplication par 2)

BXERCICE IV.3

Décrire un algorithme permettant & une machine de Turing de
passer de la configuration
q+1 p+1
oy 7y

eosB Neooll B NeowolN Bawo
A

a la configuration

p+1 pig +1
N
coaB Noooll B Nuwal Bouo

(multiplication) A
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