Représentation des nombres ...
Programmes et langages de programmation

Louis Nolin

Avant-Propos. — Dans cette derniere partie de [’introduction a la programmation
des problemes scientifiques, Louis Nolin aborde :
- La représentation des nombres dans les machines usuelles et sa
répercussion sur les méthodes de calcul.
- Les programmes et les langages de programmation.

La représentation des nombres dans les machines usuelles est le regne du format
fixe ou du format flottant avec ou sans arrondi.

Quelques définitions pour fixer les idées, qui sont données par Adrien Guatto de
I’Université de Paris Cité et de I'IRIF (Institut de Recherche en Informatique
Fondamentale), reprennent les points forts de 1’exposé de la partie programmes et
les langages de programmation de Louis Nolin.

Programme et langage.
Un programme est une expression donnée dans un langage artificiel et symbolique
fixé appelé langage de programmation.

Exécution.
L’expression symbolise une suite de calculs et d’actions qui peut étre réalisée
automatiquement, ou exécutée, par un dispositif matériel.

Sémantique.

Un langage de programmation définit I’ensemble des programmes et la suite de
calculs et d’actions symbolisées par chacun, sa sémantique.

Pour terminer Louis Nolin vous souhaite bonne chance pour les 5 exercices qui
cloturent cette introduction (N.D.L.R.)
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V. LA REPRESENTATION DES NOMBRES DANS LES MACHINES USUELLES ET
SA REPERCUSSION SUR LES METHODES DE CGALCUL

Si on n'utilise pas les machines de Turing en calcul numérigue,
c'est pour deux raisons: la représentation des nombres qu'elles
imposent est peu commode et les opérations qu'elles savent exécu~
ter sont vraiment trop "élémentaires". Songez & 1l'effort d'imagi-
nation qu'il faudrait pour exprimer, dans ces conditions, les al-
gorithmes examinés plus haut!

On serait méme tenté d'ajouter & cela une autre railson; & savoir
que les machines de Turing ne peuvent traiter que des nombres en~—
tiers. Mais 14, on aurait tort : toutes les machines actuelles et
vraisemblablement aussi toutes les machines futures destindes au
calcul numérique ne traitent et ne traiteront Jamais que des en-
tiers; comment, en effet, une structure discridte pourrait~elle
traiter le continu autrement qu'en le représentant de maniére ap-—
prochée par des nombres décimaux, c'est-a-dire, finalement par des
entiers 7

Nous avons dit plus haut que les calculateurs usuels contenaient
un certain nombre de registres ou mémoires destinés A recevoir des
nombres ou plutdt des représentations des nombres. Le plus souvent,
toutes ces mémoires comportent un méme nombre de "positions" qui
peuvent contenir chacune la représentation d'un chiffre ou d'un
signe.

Il y a deux manidres de représenter les nombres dans ces mémoi—

(1)

En virgule fixe les nombres sont représentés psr une paire or-

res: "en virgule fixe" et en "virgule flottante"

donnée

Ls,v>
ot s représente un signe (+ ou -) et v une suite de chiffres
dans une base déterminée. Pour fixer les idées, supposons qu'il

s'agisse d'une machine décimale dont les mémoires ont 5 positions:

(1)termes consacrés par 1'usage ..
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(1)

une pour le signe et 4 pour des chiffres décimaux -
Ainsi tous les entiers compris entre w104%14 €t %104447
peuvent 8tre représentés.

Le nombre entier 748 sera figuré, dans une mémoire par la

suite
+ 0748

et le nombre entier -3 par la suite
- 0003

On remarquera, au passage, que le nombre O a deux représen—

tations
+ 0000 et - 0000

Ltaddition, la soustraction, la multiplication ne sont défi-
nies que si leur résultat peut &tre représenté dans une mémoire.
Ainsi,

748 + (-3) est représenté par + 0745

748 x (-3) est représenté par - 2244
mais

748 + 9643 n'est pas défini; on dit qu'il y a
"dépassement de capacité". '

La division est toujours définie sauf si le diviseur est O ;
le signe du résultat est le produit des signes et sa valeur ab-
solue est le quotient entier des valeurs absolues du dividende
et du diviseur & une unité prés par défaut. Ainsi,

15/4 est représenté par + 0003 .

I1 est évident gqu'on peut toujours supposer que le contenu
d'un registre représente un nombre fractionnaire: il suffira
de tenir compte, dans les opérations, de la place supposée de
la virgule dans les facteurs pour déterminer 1l'emplacement de
la virgule dans le résultat.

Mais malgré cela cette représentation des nombres a un grave
défaut: dans le résultat d'une opération;les chiffres que l'on
désire en général conserver sont les chiffres les plus "signi-
ficatifs'", ceux qui sont placés & gauche du nombre, les autres

étant souvent douteux sinon dépourvus de signification en

(1) Dans les machines décimales actuelles les mémoires compor-
tent, en général, une dizaine de positions pour des chif-
fres.
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raison des erreurs de toutes sortes qui sont commises au cours

des calculsa

C'est pourquoi on utilise beaucoup la représentation en vir—

gule flottante. Ici les nombres sont représentés par des quadru-—

plets

{sm, m, se, e
ol sm et se représentent des signes, m et e des suites de
chiffres dans une base de numération déterminée; on appelle les
paires <sm , m> et (se , e> la mant;sse et l'exposant du
nombre considéré.’

Pour fixer les idées, on suppose encore gu'on a affaire & une
machine décimale et que la mantisse a 4 chiffres et 1'exposant
un seul. '

Le nombre -148,2 , ou -0,1482 x103, est alors représenté par
la configuration

~-1482 + 3
le nombre -0,0073, ou -0,0073 x 10°, par
-0073 + 0 ou -0073-0
le nombre -0,0073, ou -0,7300x 10"2,par
-0,7300-2 ... »

Ainsi on peut représenter -souvent de plusieurs manidres-— des
valeurs approchées, avec 4 décimales au plus, de tous les nombres
réels dont la valeur absolue est comprise entre 0,0001 % 10"9 et
0,9999 x 107 .

Lorsque le premier chiffre de la mantisse d'une telle repré-
sentation est différent de O , on dit que la représentation est
normale ou normalisée. Aisni, des deux représentations de -0,0073,

’ ~-0073 + 0 et  ~7300-2
la seconde seule est. normale.

Quant au nombre O , il est représenté par toutes les confi-
gurations

sm 00 0O se e
o sm et se sont des signes et oi e est 1'un des chiffres
0, 1, see 9.
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Les opérations arithmétiques sont effectuées exactement sur
les facteurs; le résultat est alors normalisé et;suivant le mode
opératoire, soit tronquéssoit arrondi puis tronqué , pour
satisfaire aux normes de la représentation.

Addition et soustraction

Exemple 1. 5
= 0,2034 x 10
b = 0,0613 » 10°
+0,2034 x102
a+b =4 -0,000613 x 10
g 0,202787 % 10°
résultat tronqué résultat arrondi(1)
0,2027 x 10° 0,2028 x10°
Exemple 2.
a = -0,2034 x10"
- -0,0201 x 10°
~0,2034 % 10"
a—b =1 +0,2010 ¢ 10’
~0,0024 % 10
normalisation -0,2400 <107
résultat tronqué résultat arrondi
0,2400 % 10~ 0,2400 <10~
Maltiplication
Exemple 1.
a = -0,0650 ¢ 1072
b = +0,0201 x103
signe du résultat ¢ - (ﬁroduit des signes)
valeur absolue 0,0650 x 10™2
du résultat : % 0.0201 x103
650
000
1300
~2+3

0,00130650 x 10

(1) Ltarrondi s'obtient en ajoutant ou en retranchant
0,00005 & la mantisse normalisée, suivant que le
résultat est positif ou négatif.
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résultat tronqué
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0,130650 x 10~

résultat arrondi

~0,1306 x10” ~0,1307 x10”
Exemple 2.
a = 0,3331 %10
b = 0,3002 x 102
signe du résultat ¢ +
valeur absolue 0,3331 x ‘IO1
du résultat % 0,3002 x 102
6662
9993
0,09999662 x 10'*2
normalisation 0,9999662 ><1O2
arrondi

résultat tronqué
2
0,9999 x 10

Division
a

2
b 00,2010 x10

signe du résultat

~3-(+2)

- 3

exposant :

valeur absolue 050

de la mantisse

normglisation :

résultat tronqué
~0,3049 x 107°

14

- 0,30497 x 10°

1,000162 x 102

normalisation et troncature
0,1000 % 103

résultat arrondi
0, 1000 ><103

~ 0,0613 x 107>

(produit des signes)

6130 0,2010
010000
19600 0,030497,
15100 .
1030 5 chiffres
6

résultat arrondi
~0,3050 x 1078

N°114 - Décembre 2019



BIAA.

~ 40 -

Bien entendu, la représentation des nombres en virgule flot-—
tante ne met pas & l'abri des dépassements de capacité : elle

les rend simplement moins fréquents.

Les opérations qu'on vient de décrire ne posséddent pas, on
sfen doute, toutes les propriétés des opérations mathématiques
qu'elles représentent. En particulier;l'addition et la soustrac-
tion, si elles restent évidemment commutatives, ne sont plus as-—
sociatives en général.

En virgule fixe avec 4 chiffres et un signe.

Soit a = 47000 ’ b = +4000 ’ ¢ = ~-2000 3

atb n'est pas défini (dépassement de capacité), donc (a+b)+c

non plus; par contre
b+c = +2000 et a+(b+c) = +9000

En virgule flottante avec 4 chiffres de manitisse et un chif-

fre dfexposant.
Soit a = +0,7000x10° , b = +0,4000 x10° , o = -0,2000 x10°

comme dans 1l'exemple précédent, (a+b)+c n'est pas défini (dé-

passement de capacité), alors que a+(b+c) = + 0,9000 x107.

Soit a = +0,9000 x107, b = +0,9000 x10% , o = +0,9000x 1072 |
(axb)xc n'est pas défini (dépassement de capacité), alors
que ax(bxc) =+ 0,7290 x107 .

Mais la non-associativité des opérations a une autre raison,
plus cachée,
Soit a = +O,2000x’102, b = +0,8005 r102, c = +O,9009><'1O2 i

En opérant sans arrondi, on obtient :

a + b = +1,0005 x 102 , tronqué & + 0,1000 X10°
(atb)+ ¢ = +O,19009><103 , tronqué & + 0,1900 x 103
b+ o= +1,7014 X10° , tronqué & + 0,1701 x 10°
a +(b+c) = +0,19010 %103 s, tronqué a + 00,1901 ><103
15 N°114 - Décembre 2019
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Bn opérant avec arrondi, on obtient :

a + b = +1,0005 x 102 , arrondi & + 0,1001 103
(atb)+c = +0,19019 x 10° , arrondi & + 0,1902 « 103
b+ o = 41,7014 x10° , arrondi & + 0,1701 x 105

3 3

+ 0,1901 x 10

[0l

a+(b+c) = +0,19010 x 10 , arrondi

On trouve sans peine des exemples on (axb) xc n'est pas
égal & ax (b xc).

Remarquons encore que (a+a)+a n'est pas toujours identique
& ax3

Soit en effet a = +0,5008 x10' , b = +0,3000 x 10! |
En opérant sans arrondi, on obtient :

a+a=+1,0016 x 101 , tronqué

(ata)+a = +O,15018><102 , tronqué

g)l

+0, 1001 x102
+0,1501 x10°

javig

a x b = +0,15024 x 10° , tronqué & +0,1502 x10°
En opérant avec arrondi, on obtient :

a+as=+1,0016<10" , arrondi & +0,1002 x10°

(ata)+a = +0, 15028 x 102 , arrondi & +0,1503 x 102

+0, 1502 x 10°

for

axbs= +0,150240001<102 » arrondi

Si j'al insisté sur aes anomalies, ce n'est pas pour vous
faire perdre confiance dans la 1légitimité du calcul automatique,
mais pour vous mettre en garde contre certaines erreurs trop
faciles & commettre, erreurs que l'exemple suivant va illustrer.

Considérons la figure

V4
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o A B est la tangente en A & la parabole. On a
2

(2 ~xy,4) 2% =2 -2

dtol
x g = ((F + a)/x,)/2 (1)
xi+1 = <xi+(a/xi))/2 (2)

On démontre facilement que, si x, est yNa , on a

Va < x, < (x; +V3)/2

dlolt 1'on déduit que si Xq est »Ya et si x et x

i+1 i
sont liés par l'une des relations (1) ou (2) , la suite

Xg 2 Xg 3 Xg 5 eee
converge vers \ré, par valeurs supérieures. On tire de 13 une
méthode pour le calcul de la racine carrée, méthode gu'on attri-
bue d'ordinaire & Newton bien qu'elle fit connue d'Archiméde,

comme Jje l'ai appris depuils peu :

DEBUT

|
<

Choisir X tel
que X2>A
V] o

calculer Z par 1l'une
des formule (1)ou(2)

1/

oui non
7 Poser
la racine
de A Ll
est X L__.__
7

1/ (1) : 2
(2) :+ 2

Wou

2
; (( X%+ .A.yx)/e

( X+ (4/X)/2
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A premiére vue le succds de l'entreprise est indépendant de
la valeur initiale donnée & X s pourvu que X2 S0it supérieur
& A, et aucune raison impérieuse n'oblige & préférer la formu—
le (2) & la formule (1) si ce n'est qu'elle comporte une mul-—
tiplication de moins que cette dernidre. Reste le test qu'il faut
bien préciser si on veut faire de cette méthode un programme deg-
tiné & un calculateur automatique. Comme on opére,en fin de com~
pte, sur des enfiers, on peut penser que la différence entre 2
et X doit finalement &tre nulle. Il semble donc naturel d'uti~

liser le test suivant

La plupart du temps les choses se passent fort bien. Malheu-
reusement il y a quelques exceptions.

En virgule fixe,

Soit A = 15
Partons de X=4

Utilisons la formule (2) 3 il vient :

Z = (4+ (15/4))/2

Comme 2 est 5= X , posons
X=2=3

(4 +3)/2 =13 (1)

i

et calculons :

Z=(3+(15/3))/2=(3+5)/2=4.

Inutile d'aller plus loin : la condition X = 2 ne sers

i
i
]

Jjamais satisfaite.(2>

Mais peut &tre aurons-nous plus de chances
en virgule flottante sans arrondi .

Hélas !

Soit A = + 0,9006 x 10

Partons de

(1) Rappelons que x/y désigne le quotient entier, & une
unité prés , de x par y .
(2) Buler qui fut, entre autres, un bon calculateursn'hési—
tait pas & appeler convergente une suite telle que
4,3,4,3.0.

et lul attribuait pour valeur limite 3,5 .
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1

il

X = +0,3001 x10
A/X = +0,30009 « 10", tronqué
X+(4/X) = +0,6001 x10' , tronqué

Z = +0,30005 101 , tronqué

+0, 3000 10"
+0,6001 x 10"
+0,3000 %10

]
juld il jold

it

Comme Z est ;é X , posons

1

X=2= +0,3000 x10

et calculons
+0,30020 x 10", tronqué

A/X
Y+(4/X) = +0,6002 x 10! , tronqus

Z = +0,3001 x 10

+0,3002 x10'
+0,60002x10"

Qo

o

Nous n'avons pas été plus heureux.
Que va-t-il se passer

en virgule flottante avec arrondi

si on choisit - pourquoi pas - la formule (1)
+0,9006 x10"

il

Soit encore A

Partons de

X = +O,3001s<*10.1
et calculons
X2 = +0,09006001 x 10°, arrondi 3 +0,9006 x 10"
X244 = +1,8012 x10"  , arrondi & 40,1801 x10°
(X%+A)/X = 6,0013 x 10° , arrondi & +0,6001 x10"
Z = 0,30005x 10" , arrondi & +0,3004 x10

Voild qui est plus satisfaisant, certes, mais si nous par-
tons de
- . X = +0,3002 ><101

nous. avons successivement

X2 = +0,09012004 x 10°, arrondi 3 +0,9012 x 10

X%+4 = +1,8018x 10", arrondi & +0,1802 x 10°
(X2+A)/X = +6,0026)<1OO , arrondi & +0,6003 «10"
2 = +0,30015x 10", arrondi & 40,3002 x10’

Voici donc deux valeurs différentes qui satisfont séparé-
ment & la.condition imposée ,

+0,3001 10" et +0,3002 x10°
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Ainsi la valeur approchée de la racine carrée de A dépend

de la premiére valeur donnée & X !

Des gens dont.on ne saurait soupgonner la bonne foi vous di-
ront peut-éire un jour que parmi les artisans du succés d'un cal-
cul numérique il faut soigneusement distinguer mathématiciens et
programmeurs. De telles classifications me plongent dans une gran-—
de perplexité. Car, d'une part, si le mathématicien s'estime sa-
tisfait lorsqu'il a fourni l'organigramme de la méthode de NEWTON
(ARCHIMEDE ? ) tel que nous 1'avons tracé plus haut, il faut bien
avouer qu'il reste encore au programmeur & faire toute une dtude
qui, si elle relédve d'un domaine bien humble des mathématiques,
n'en est pas moins une activité de mathématicien. Et si le mathd-—
maticien veut bien chercher des réponses & toutes les questions
que nous venons de poser, alors que reste~t-il & faire au program-—

meur, en calcul numérique tout au moins 7
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EXERCICE V.1

Trouver d'autres exemples des phénomdnes précédents dans le
cas d'un calcul en virgule flottante avec une mantisse de 4

chiffres.

Méme question avec une mantisse de 5 chiffres.

EXERCICE V.2

Montrer que si le calcul approché de qfl est effectué en
virgule fixe, en utilisant la formule (2) , avec une valeur ini-
tiale de X telle que X2 soit » A , on peut s'arréter lorsque
Z est 72X .

X est alors une valeur approchée de \rﬁ & une unité prés par
défaut.

EXERCICE V.3

Traiter quelques exemples d'opérations sur des nombres ex—
primés en virgule flottante lorsque la base de numération est
2 ou 80
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VI - PROGRAMMES ET LANGAGES DE PROGRAMMATION

Quiun programme soit l'expression d'un algorithme destinde 2
ine machine; que, pour une machine déterminée, il ne puisse mention-
rer qu'un nombre limité d'opérations élémentaires sur des représenta-
tions conventionnelles des nombres: cela concerne sa matisre, son con-
tenu, ou si 1'on veut, sa signification. s

Qu'il se présente comme un organigramme ou comme une suite dfins-
tructions, cela concerne son aspect ou sa forme.

C'est ce dernier point que nous allons examiner de plus prés

pour clore cette introduction & la programmation.

L'organigramme met en évidence la structure d'un algorithme. Ce—
la fait bien lfaffaire dfun spectateur intelligent qui veut avant
tout comprendre, et accessoirement exécuter. Mais ce gu'on attend
i'une machine, c'est simplement qu'elle exécute pas & pas et & la
lettre les indications qu'on lui fournit. C'est pourquoi un program-—
me — au sens sirict du terme - a l'apparence d'une suite linéaire
d'instructions; et une instruction est une phrase, donc un élément
d'un langage.

Un tel langage doit &tre & la fois assez riche pour exprimer tous
les algorithmes dfun certain type, et assez pauvre pour &tre facile-
ment interprété par une machine.

Ces deux exigences écartent dfemblée tous les langages "usuels" .
Iin effet on trouve ici, tout d'abord, un vocabulaire beaucoup trop
riche. Qu'on puisse dire, indifférement, "ajouter b & a" , "ad-
ditionner a et b " , "calculer la somme de a et de b " ,
"calculer a+ b" , "cumuler a et b " , que sais-je encore, cela
ne peut gue compliguer la tdche d'interprétation de la machine; et

~

ces difficultés ne sont rien & c0té de celles gue crée une syntaxe
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libérale qui permet des suppressions, des contractions, des inver-
sions et tous ces tours subtils qui font le beau langage: le langa-—
ge usuel est donc trop complexe pour aspirer aux fonctions de langa-
ge de programmation. Et, ce qui peut paraftre surprenant, il est
aussi trop pauvre, & certains égards. Voyons cela.

Dans une lettre & Frénicle datée de 16401/, Fermat communique &
son correspondant la proposit%on que voici:

"8i un nombre est mesurézl par un au%re, et que le nombre divisé
soit encore divisé par un autre nombre moindre que le premier divi-
seur, en ce cas, si vous 8tez du quotient de la seconde division,
multiplié par la différence des deux diviseurs, le reste de la se-
conde division, ce qui restera sera mesuré par le premier diviseur."

Exprimons cela dans un langage plus familier:

"5i un nombre x est mesuré par un autre nombre y , et que
x soit encore divisé par un autre nombre 2z , moindre que y , en
ce cas, si vous Otez du quotient q de x par 2z , multiplié par
la différence de y et de 2z , le reste .r 'de la’'division de .x+par
Zz 4 ce qui restera sera divisé exactement par y ."

De fagon plus concise encore:

"3i x est divisible par y ,

si z est < y,

si [-f] 3/

si 2 X~ QX 2.4 (x 4:z) g 5o .

alors g X (y -2) —r est divisible par 3 ".
Ce dernier langage n'est pas seulement '"plus moderne" que celui

de Fermat, il est d'une toute autre nature,
Son originalité se manifeste déjd au niveau du vocabulaire par
l'emploi de ces pronoms & l°'état pur que sont les variables "x"

"yt o, "z" ... Mais surtout, ce langage est un langage écrit. Qu'il

1/70éuvrc*sd.e Fermat, publides par P.Tannery et Ch.Henry, Parisd,
Gauthier-Villars, 1894, p 206-212 .

2/ C'est—-a~-dire, divisible ,

3/ Cest~a~dire le quotient entier de x par 2z , & une unité prés,
par défaut.
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permette donc d'employer des signes tels que " < " ou " [—-] L
pour '"moindre que' ou "quotient'", voild qui est déjd avantageux. Mais
l'essentiel n'est pas 1la; il est dans la syntaxe qui, affranchie des
restrictions qu'impose le langage parlé, permet de donner aux phrases
une structure simple et delles combiner suivant des régles logigues
bien définies. C'est pourquoi ée langage est particuliérement apte &
exprimer des démonstrations.

Celle de 1'énoncé de PFermat tient en quatre lignes:

e x(y-2)-r=qxy-(axz+r),

donec
ax (y=-2)-r=qxy~-x,
et g Xx ¥ ~x est divisible par ¥ o

Il ne faut pas chercher ailleurs les raisons de "la fécondité
de la méthode algébrique" , sujet de tant de dissertations philoso-—
phico - mathématiques. Fermat a énoncé sa proposition tout de suite
aprés un de ses théorédmes les plus importants1 et, de son aveu mé-
me, il avait trouvé 1la une occasion d'embarrasser son correspondant;
il est clair, maintenant, que la difficulté de cette proposition

n'était pas d'ordre mathématique mais seulement linguistique.

Les langages destinés & exprimer des programmes - les langages
de programmation— sont inspirés du langage de l'algdbre. Bn parhi-
culier ils font usage, en méme temps que de constantes qui sont les
noms d'objets bien définis , de variables qui permettent de faire
allusion & des objets qu'on appelle les valeurs de ces variables

et dont on sait seulement qu'ils sont les éléments d'un certain en—

semple .

Mais ces deux emplois des variables différent notablement. Dans
une méme phrase, voire un méme paragraphe, si ce n'est un chapitre
entier d'un ouvrage d'algebre, une variable conserve la méme valeur
car elle fait allusion & un objet.tonjdurs:leé méfe; bien que non

récisé. Dans un programme, au contraire, la valeur d'une variable
9 3

1/ Tout nombré premier p° divise soit .a soit a?
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peut changer au cours de l'exécution de ¢e .programme}.Ciesd.donc.plu~
t6t aux "points mobiles" de la mécanique qut il faut songer, & ces
roints dont la position varie avec le temps.

Cette différence apparait bien dans les deux programmes suivants

Début Début

Poser i = 03

Calculer %y = (4 + a)/2 Calculer y = (1 + a)/2 3
1: Faire i =41 + 1 3 1: Poser x =y
Calculer x, = (xi+ a/xi)/Q Caleuler y = (x + a/x)/2

51 <X 4 aller & 1

(sinon) Poser rac = x

81 y<«x , aller & 1

e

(sinon) Poser rac = x ;

e

py |
Fin Fin

Ces deux programmes sont rigoureusement équivalents en ce sens
qu'd partir d'une méme valeur de a ils permettent d'obtenir, avec
la méme machine, la méme valeur de rac. Mais le premier est rédigé
& la manidre d'une page d'algébre ol l'on donne des désignations
distinctes & des quantités qui risquent d'&tre différentes. Il en
résulte qu'd tout moment la machine garde '"en némoire" la trace de
résultats intermédiaires qui ne présentent guédre d'intérét.

En effet,2 chaque variable utilisée dans un programme —~ "x" par
exemple - la machine associe une mémoire. Le contenu de cette mémoi-
re représente la valeur de la variable "x" , en général un nombre;
et cette valeur change dés que la machine éxécute une instruction
telle que

Pogser x = 3,14

ou
Faire x=x + 1 1/

* o e

Nous avons vu 2/ comment 1l'emploi d'une variable permet de sim-
plifier l'exposé d'un algorithme destiné & une machine de Turing.

Une seule variable "e" suffit d‘ailleurs dans ce cas, variable dont

1/ C'est-d~dire, rappelons-le, ajouter 1 & la valeur actuelle de x
et attribuer & x cette nouvelle valeur; autrement dit: augmenter
de 1 la valeur de x .

2/Page 30
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la valeur est le contenu de la case explorée au moment olt L'on en

-

parle. Ainsi les instructions correspondant & certaines des opéra-—

tions élémentaires peuvent s'énoncer comme il suit:

y 1/

N Poser e

n
o]

B Ebser e

&
o

Si e =N aller & 1 , sinon aller 2

It

ju2gd
-

ou: Si e B aller @ 2 , sinon aller

; . . . . 2
Mais, si nous voulons pouvoir décrire une configuration , Ce
langage est trop pauvre: il nous faut recouvrir & l'emploi de varia-

bles indicées

a-_3 9 ao 9 a1 9 a.lT 9 a;i 9 ai+4 y o009

artifice bien connu pour noter le résultat de 1l'application de l'en—
semble des entiers <C 0, =0 ou > 0O dans un certain ensemble,
o {“ByrTr Y-

Une configuration est alors déterminée par la valeur actuelle de

ltindice i de la variable "ai" qui désigne le contenu de la case

explorée et par les valeurs des variables

a0y ai_2 9 a. 9 a

iv2 °°°

Les instructions correspondant aux opérations élémentaires psuvent

alors s'exprimer comme il suits

1
'/ N et B sont des constantes, dans ce langage, c'est-ii~dire les
noms d'objet bien définis, ™ EEW et V.o 7,

2/ Cela n'est pas indispensable, on vient de le voir, lorsqufon se

propose seulement de faire exécuter 2 la machine certaines instruc-
tions; il en est sutrement si nous voulons "parler" de cette éxécu-
tion: il faut alors un langage de niveau supdrieur ("méta—langage")
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N Poger a; = N
B Poser a, = B
— Faire 1 = i#
< Faire i = i-1

N B Si a; = N aller & 1 , sinon aller & 2

i
td

ou: 8i a; aller & 2 , sinon aller & 1

En ajoutant au vocabulaire de chacun de ces deux langages les mots
suivants, on pourra donc exprimer, sous forme de programmes, les algo-

rithmes exposés au chapitre IV et tous les algorithmes analogues 1/:

3 pour séparer deux instructions consécutives .

les suites de chiffres pour désigner les instructions auxquelles
renvoient des instructions telles que

"Si a; = N aller & m , sinon aller &4 n ",

pour séparer ces désignations, ces étiquet-

oo

tes, de l'instruction qu'elles désignent .

DEBUT - FIN pour encadrer, en quelque sorte, les pro-—

grammes .

Ceci nous donne un apergu de ce qu'est un langage de programmation,
Et nous voyons dés maintenant que sa description comporte deux parties
logiquement distinctes.

D'une part, la syntaxe, qui décrit avec précision les mots et les
phrases du langage;

D'autre part, la sémantique, gqui indique la signification des mots

et des phrases dont l'emploi est permis.

1/ Voir pages 28 & 31
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C’est 1a une distinction fondamentale qui commence & peine & en—
trer dans l'usage: pendant longtemps la description des langages de
programmation n'a été qu'un mélange affreux de syntaxe et de séman-
tique qui eut été risible s'il n'avait compliqué, comme & plaisir,la
tdche des programmeurs. Lfétude de quelques langages particuliers

vous convaincra, je lfespére.

L'écriture d'un programme destiné & une machine déterminée est
donc soumise & deux contraintess la premidre est la nécessité de res-
pecter gtrictement la syntaxe du langage de programmation gquton em-~
plole;la seconde est 1'obligation de tenir compte de la maniére dont
les objets ~ en particulier des nombres - sont représentés dans la
machine et la nature des opérations que celle~ci peut effectuer sur
ces représentations,

On peut se demander & quel degré ces contrainte sont lides, c'est-
a-dire quelle est la nature de la relation qui existe ~ & n'en pas
douter — entre le langage de programmation et les machines.

Une machine déterminée ne peut comprendre, directement, qu'un
seul langage, celul qui est décrit dans son mode dfemploi. Un tel

“1angage~maohine”est, en substance, tout & fait analogue aux langages
dont nous avons parlé; il n'en différe que par son aspect extérieur,
car tous les mots, toutes les phrases d'un tel langage, ne sont rien
d'autre que des suites de chiffres L o Mals une machine peut parfai-
tement déchiffrer d’autres langages et le traduire dans le sien pro~
pres il lui suffit pour cela d’exécuter un programme approprié. Com-—
me c'est la un sujet d'étonnement perpétuel et aussi un bon exemple

de traitement d'un probléme scientifique '"non numérique" g nous al-

lens en donner un exemple.

1 ; : e
/ Clest ce qui permet d’enregistrer les programmes écrits dans ce lan-
gage de la méme manidre qu'on enregistre des nombres.

2/ Nous entendons par 1la un probléme olt lfinformation & traiter est,
nar nature, non numérigue; bien slr, on peut "arithmétiser" & peu

rrés n'importe quoi et cela rend parfois de grands services. De méme
lorsqu'on étudie les propriétés du céne, il est avantageux de le con-
sidérer comme la limite d‘'une pyramide; mais guand on veut faire um
pied de table tronconique on se sert d'un tour & bois et non d'une ma-
chine & chanfreiner,
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Considérons deux langages L1 et L2 )
Syn Dans chacun d’eux les variables sont
A B ... 2 ay 2, 3 v e

et les constantes fondamentales sont les suites finies non vides de

a

chiffres décimaux séparées éventuellement en deux sous—suites non

vides par une virgule ( exemples: 40 3,14 ) 1(

Sém  Une constante fondamentale est le nom propre d'un nombre décimal
2> 0 ( un méme nombre peut avoir plusieurs nomsg, comme par exemple
013 et 13 ); une variable fait allusion & un nombre décimal < O,
=0, ou>0, non précisé,
Pour désigner des nombres ou les résultats des opérations effec~
tuées sur des nombres, on dispose, dans L, et dans L

1 2?
sions dont la signification est immédiate. Elles sont définies com-

dt'expres-—

me suit 3

Syn Dans L1

~ les variables et les constantes fondamentales sont des ex-—
pressions;

- 81 x est une variable ou une constante fondamentale, alors
+x 2/ et -x sont des expressions ( exemples: -B +3,14 )3

- 81 x et y sont des variables alors

x+y x-y xzxy x/y
sont des expressions,
Il n'y a pas dfautres expressions dans L, , mais le vocabulaire

"
de L est beaucoup plus riche.

2

- les variables et les constantes fondamentales sont des ex-
pressions simpless

- si x est une expression, (x) 3/ est une expression gimple;

-~ 1l n'y a pas d'autres expressions gimples;

- 8L x et y sont des expressions simples alors

1/
Oh laisse de c6%& lesiquestions de limitation du nombre des variables
ou de la "longueur" des constantes.

2/ Clest-a-dire "+" suivi de =x .

3/ Clest-a~dire "(" suivi de x suivi de ")¥ .
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x 4 X - X
X +y X -y XXy x/y
gont des expressions;

- 11 n'y a pas, dans L2 , dlautres expressions.e/
Exemples

les expressions de L, , (A + B) - (3,14 x (C - D) )) sont des ex-

pressions; A + B = (3,14 x(C = D) ) n'en est pas une.

Syn Dans chacun des langages L et L si x est une variable

1 2’
et y une expression (de ce langage), alors x :=y est une ins~

truction d'attribution.

Sém X 3=y signifie: poser X =y ,
c'est-a~dire: caloculer (éventuellement) la valeur de y et attri-

buer cette valeur &4 x .

Syn Un programme, dans L1 et dans L2 s est une suite finie d'ins-

tructions séparées par le symbole "3¥ .
Bien entendu, L1 et L2 contiennent d'autres instructions qui n'ont
pas d'intérét pour notre probléme. Car ce que nous nous proposons, c¢'est

de traduire les instructions dfattribution de L2 dans le langage L1 s

qui est trés proche dun langage-machine; et nous prendrons comme exemple
l¥instruction
D:= (A+3B) = (3,14 x (C~-D))

Pour ce faire)il nous suffit de disposer d'une machine de Turing
"généralisée", Une telle machine est tout-a-fait analogue & celle que
nous avons décrite au chapitre IV.

Flle contient plusieurs bandes dont chacune est explorée par une téte
de lscture ou d'écriture. Chague case de l'une de ces bandes peut conte-
nir & volonté 1'un des symboles suivants:

e variable, un chiffre décimal, 1l'un des signes:

9 5 $= + - X / ( )
et dlautres signes encore qui sont sans rapport avec notre probléme.
Signalons pourtant que certaines bandes peuvent contenir une suite de

chifires décimaux quelcongue. Nous préciserons cela plus loin.

4

2/ Un voit que la classe des expressions et celle des expressions simples
(qui est.une sous-classe de la premidre) sont définies non pas séparément
mais simultanément et de maniére récurrente. Elles sont pourtant parfaite-
ment définies en ce sens qu'on peut toujours décider, de fagon effective,
23 une suite de variables, de constantes et de signes opératoires est ou
n'est pas une expression {ou une expression simple)°
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e e 0 0 " te e e
1 2 m

désignent le contenu de la case explorée, & un moment donné, dans
, ;

la 1&re bande, la 2&me bande, ........ y la m-idme bande.

i
signifie: inscrire dans la case explorée de la i-iéme bande

e, = ej -o i et J sont 1, 2, ¢eoy ou m -

le contenu de la case explorée de la j-iéme bande.

e, = M"g" - ou 1 est 1, 2, ... ou my et o s est 1l'un

des symboles énumérés ci-dessus -

signifie: inscrire dans la case explorée de la i-idme bande

le symbole s .
1—'-> 2"'%’ s e0 e uas e m—?

signifient: explorer la case située immédiatement & la droite de 1
cage explorée dans la lére, la 2&me, ... , la m-iéme

bande.
1{-"’ 24"—" o 000 v ow mé

signifient: explorer la case située immédiatement 3 la gauche de 1
case explorée dans la 1ére, la 2&me, ... , la m-idme

bande,

Pnfin la machine sait reconnaitre si le contenu d'une case est ou
n'est pas:

une variable, un chiffre ou une virgule, un signe opéz

toire ( + 4, -4 %X, /), lo signe := , le signe ;

la parenthése ouvrante, la parenthése fermante, etc ..

Comme vous vous en &tes rendu compte, je viens de décrire sommair
ment un langage de programmation pour une machine de Turing général

ce langage, je l'appellerai L3 .
Notre probléme est donc le suivant: traduire dans le langage L1

& l'aide d'une machine interprétant un programme écritenl, , l'ins-

3

truction de L2 H

D 3= (A+3B) - (3,14 x (¢ ~D) )

31 N°114 - Décembre 2019



bande

bande

bandse

bande

bande

bande

bande

bande

bande

bande

On part de la configuration initiale:

10

BIAA.

- 57 =

>

WV

10

12

t> o

()
o]

10

(N

12

ty o

10

11

12

15

16

17

D> o)

by W

I

s

£

32

N°114 - Décembre 2019



- 58 -
A tout moment:

- la valeur de e

1 est un des symboles qui composent 1l'instruction & tra-

duires

= la valeur de e, représente le nombre d'instructions compldtes de L1

déjd obtenues;

- la valeur de ey est la derniére variable auxiliaire utilisée;

- la valeur de e4 est ™" depuis le moment ol la case exploréde
dans la bande 1 contient un chiffre; jusqu'au moment ol la valeur
de e, devient un symbole autre qu'un chiffre ou une virgule; dans
tous les autres cas, la valeur de 7 est "O". Ces changements
de valeur jouent donc le méme r8le gue 1l'ouverture et la fermeture
des parenthéses;

~ la valeur de 85 est une suite de chiffres qui représentent un en-
tier, considéré comme la valeur de l'indice m ; cet indice est u-

tilisé comme numéro de bande.

La bande 6 et les bandes suivantes sont wtilisées pour composer, au
fur et & mesure, les instructions de L1 qui traduiront l'instruction
contenue dans la bande 1 .

Posons, pour abréger, les définitions suivantes:

Pr 1
e s=e, 3 m—> ;3 1> 1/
m 1
Pr 2
3=>3 e, &= ey j m -> s e, i= "o g
1+ 5=> 5 =i e £ ™" aller 3 1
(sinon) m=-> 3 em = 33 3 m—> 3 em t= Mi=" 3 o —>
Pr 3
ey = mg 2= 4 i3 § en = &
Pr 4 .
2: 5 3 sgi e %”Owaller 5 2
¢/

c'est-a-~dire:
donner & 0 la valeur de e, (inscrire dans la case explorée de la bande

m le contenu de la case explorée de la bande 1 ); puis regarder, dans
la bande m , le contenu de la case située & droite de la case explorée
présentement; puis regarder dans la bande 1 , le contenu de la case situde

& droite de la case explorée présentement.
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Le programme & exécuter peut &ire résumé dans le tablean suivant:

valeur de e condition | programme élémentaire
1 supplémentaire
Variable ey £0 3
!
i
+ ou - ouxou / ey =0 YoProg
chiffre ou , ey #0
variable ey = 0] 3> s m—>3 Pr 1 3
( Pr23 1 —> 3
chiffre ou , e4 = 0 & 2= 13 Pr23 Pr1 3
+ ou - ou x ou / ey #0 ey = O3 Pr33Prds; Pri;
) Brl 3 Bod g T=§ 3
3 Pr3 3 fin .

Dés qu'un programme élémentaire a été exéouté (sauf s'il correspond au
.cas ol ey = Bt ), la machine est préte & explorer la case suivante de
la bande 1 : suivant la valeur de e, et en tenant compte de la condition
supplémentaire,elle exécute alors le programme élémentaire correspondant,

et ainsi de suite.
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Lorsque le programme élémentaire qui correspond au cas o 8y = et g

été exécuté, on a la configuration finale:

ba,nde1fD==(A+B)-(3>,14X(C—D))§ %

AN
bmderO?23456789101112 /é/
L\
bande 3 g Oa,1 a2a3a4a5a6a7a8a9a1oaﬂa,,2 g
JAN
ba,nd.e4§ 0 {
JAN
bande 5 /? 6] 71 8| 9(10[ 11 12|13 14 [15/16[17]18 g
JAN
bande 6 g ;D:=a2~3,3;5 L‘?
A
‘ba,nde”(g;az::AwLB;‘l LS
JAN X,
bande 8 % ;a32=a4x%5;4 <%
JAN
bande9§;a4:=3,14;2 €
JAN
bande 10 slagli=| ©| -| D 3| 3 §
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Il est alors facile de composer la bande 23 - par exemple - qui

doit contenir:

ande 23 }F2537A+Bsﬁ4== 31, 14|45 |as|i=1G |25

g

Cfest-a~dire une suite d'instructions de L1 équivalente & l'ins~

< P5

=

]
N

=3

(o]
il
®
n
]

"3

(suite)

truction de L2 contenue dans la bande 1 ; on revient alors, sauf en
ce qui concerne la bande 1 , & 'la configuration initiale. Notre pro~

bléme est donc résolu.

A vrai dire, il était trés simple, et ceci pour plusieurs raisons.
La premiére c'est que la syntaxe des expressions, dans L2 , est as-
sez rudimentaire en ce qui concerne l'usage des parenthéses. la se-
conde c'est qu'on a supposé que la suite de symboles & traduire é&tait
une instruction correcte de L2 . La troisiéme raison, enfin, cfest
que nous avons supposé que le vocabulaire de L1 était une partie
de celui de L2 . Et peut-ftre pensez~vous que cette dernidre res-
triction nous a empéché d'atteindre vraiment le but dernier de nos
efforts qui était de donner d’'un programme écrit dans un langage de
programmation quelconque, une traduction dans un langage-machine,
c'est-d~dire un langage purement numérique. Vous verrez que, malgré
tout, nous sommes trés prés de ce but: il vous suffira pour cela de
réscudre lfexercice VI . 5 . Bt vous constaterez aussi quiune méme
machine peut fort bien exdcuter directement des programmes écrits en
L1 et des programmes écrits en L3 ., Elle peut donc interpréter elle-
méme les programmes écrits en L2 .

Ainsi,_un méme langage peut fort bien étre interprété par toute
uﬁefgémme de machines. C'est cette indépendance relative qui justifie
lteffort fait actuellement pour définir des langages de programmation
bien adaptés au traitement de certaines classes de problémes; sans

avoir égard & la machine qui les interprétera.
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Mais ce préambule n'a que trop duré: il est temps, maintenant
d'aborder le probléme de la programmation par son cété pratique,

en écrivant de vrais programmes, dans un vrai langage de program-

mation, pour une vraie machine.

Bonne Chance.
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Exercice VI . 1
Représenter, sous la forme d'un organigramme, l'algorithme de tra-—

duction décrit dans le tableau de la page 59,

Exercice VI . 2
Compléter le programme de traduction pour composer la bande 23,

comme il est dit & la page 64 . Ne pourrait-on pas simplifier 1'algo-—
rithme correspondant en incorporant, dans l'algorithme de traduction,
la formation de la suite

7,9,10,8,6
qui est celle des numéros des bandes qui contiennent respectivement
les instruction de L1 numérotées

192739435

Exercice VI . 3
En s‘'inspirant des méthodes précédentes, écrire un programme -
destiné & une machine de Turing généralisée =~ .quicpermette.dfexprimer
dans la notation décimale un nombre entier positif < 2000 expri-

mé "en chiffres romains" . Traiter de méme le probléme inverse.

Exercice VI , 4
Eerire, de méme, un programme qui permetie d'exprimer en toutes

lettres une somme exprimée en chiffres ' (francs et centimes).

Bxercice VI . 5
A premiére vue, la description du langage L3 gque j'ai donnée
aux pages §5 et 56 semble satisfaisante. Mais si, en y regardant
de plus prés, vous découvrez quelque ambigufté, ne manquez pas de
corriger ma rédaction et de me signaler ce manquement impardon-

nable aux principes que j'ai énoncés quelques pages plus haut.
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